


BIBLIOTECA 







Digitized by Google 











T 


Digitized by Google 



Digitized by Google 




COURS 

D E 

MATHÉMATIQUES. 



TOME SECOND. ' 



Digitized by Google 




COURS 

D E 

MATHÉMATIQUES, 


A L’ U S A G E 

p 

DU CORPS DE L'ARTILLERIE. 


Par M. Bézout, de l’Académie des Sciences 
et de celle de Marine, Examinateur des Élèves 
et dès Aspirans au Corps de l’Artillerie, et des 
Gardes du Pavillon et de la Marine; Censeur 
de Livres. 


TOME SECOND, 

Contenant l’Algèbre, et l’application 
de l’Algèbre à la Géométrie. 

Nouvelle Édition, revue, corrigée et augmentée de l'Expo- 
sition abrégée du nouveau Système des Poids et Mesures , 
d’après le Mètre définitif; par le C. Guhlar d, P ro- 
fesseur de Mathématiques. 


•r 

A PARIS , 
Chez Richard, Caille et Ravie 
rue Haute -Feuille, N°. il. 



AN VIII. 






calcul des quantités Algébriques. 


i. Le but de la Science qu’on appelle Algèbre , 
est de donner les moyens de ramener à des règles 
générales , la résolution de toutes les questions 
qu’on peut proposer sur les quantités. 

Cfs règles , pour être générales , ne doivent 
pas dépendre des valeurs particulières des quan- 
tités que l’on considère , mais bien de la nature 
de chaque question , et doivent être toujours les 
mêmes pour toutes les questions d’une même 
espèce. 

' Algèbre. A ' 
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Il suit de-là que l’Algèbre ne doit point se 
borner à employer , pour représenter les quan- 
tités , les mêmes caractères ou les mêmes signes 
que l’Arithmétique. En effet , lorsque par les 
règles de celle-ci , on est parvenu à un résultat, 
rien ne retrace plus à l’esprit la route qui y a 
conduit. Qu’une ou plusieurs opérations arith- 
métiques m’aient donné ta pour résultat, je 
ne vois rien dans 1 2 qui m’indique si ce nombre 
est venu de la multiplication de 3 par 4 , ou 
de 1 par 6 , ou de l’addition de 5 avec 7 ou 
de 2 avec 10 , ou , en général , de toute autre 
combinaison d’opérations. L’Arithmétique donne 
des règles pour trouver certains résultats ; mais * 
ces résultats ne peuvent pas fournir des régies: 
l’Algèbre doit remplir ces deux objets ; et pour 
y parvenir , elle représente les quantités par des 
signes généraux (ce sont les lettres de l’alphabet) 
qui n’ayant aucune relation plus particulière avec 
un nombre qu’avec tout autre , ne représentent que 
ce qu’on veut ou ce que l’on convient de leur 
faire représenter. Ces signes toujours présens aux 
yeux dans toute la suite d’un calcul, conserycnt , 
pour ainsi dire , l’empreinte des opérations par les- 
quelles ils passent , ou du moins offrent dans les 
résultats de ces opérations , des traces de la route 
qu’on doit tenir pour arriver au même but parles 
moyens les plus simples. Nous ne nous attachons 
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point ici à développer davantage cette légère idée 
que nous donnons de l’Algèbre; la suite de cet 
Ouvrage y est destinée. 

Non-seulement on représente , en Algèbre , 
les quantités , par des signes généraux : on y 
représente aussi leur manière d’être les unes a 
l’égard des autres , et les différentes opérations 
qu’on a dessein de faire sur elles : en un mot , 
tout est représentation ; et lorsqu’on dit qu’on 
fait une opération , c’est une nouvelle forme 
qu’on donne à une quantité. A mesure que nous 
avancerons , nous ferons connoître ces différentes 
manières de représenter ce qui a rapport aux 
quantités. 

Des Opérations fondamentales sur les 
quantités considérées généralement. 

2. On fait , en Algèbre , sur les quantités 
représentées par des lettres , des opérations ana- 
logues à celles qu’on fait en Arithmétique sur 
les nombres ; c’es-à-dire , qu’on les ajoute , on 
les soustrait , on les multiplie , on les divise , etc. 
mais ces opérations diffèrent de celles de l’Arith- 
métique , en ce que leurs résultats ne sont sou- 
vent que des indications d’opérations arithmé- 
tiques. 

A a 
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De F Addition et de la Soustraction. 


3 . L’addition des quantités semblables n’a be- 
soin d’aucune règle ; il est évident que pour 
ajouter une quantité représentée par a , avec la 
même quantité a , il faut écrire 2 a. Pour ajouter 
2 a avec 3 a, il faut écrire 5 a , et ainsi de suite. 

Quant aux quantités dissemblables , et qu’on 
«présente toujours par des lettres différentes , 
on ne fait qu’indiquer cette addition ; et cela 
s’indique par le moyen de ce signe + , qui se 
prononce plus. 

Ainsi , si l'on veut ajouter une quantité représentée 
par a, avec une autre représentée par 4, on ne peut faire 
autre chose qu’écrire a -)- b ; en sorte qu'on ne connoît 
véritablement le résultat, que quand on connoît les va- , 
leurs particulières des quantités représentées par a et par b ; 
si a vaut 5,et4is,a-f-4 vaudra 17. 

Pareillement , pour ajouter 5 a -f- 3 b 


avec g a -(- s c 

et gb+3d 

on écrira 5a-f-34-|-ga-)-2c-}-g4-p3d 

que l’on réduit à l4 «-(-l2 i-(-8 c-j-3<i 


en rassemblant les quantités semblables. 

4. Il y a les mêmes choses à dire sur la sous- 
traction que sur l’addition. Si les quantités sont 
semblables , ou n’a besoin d’aucune règle : il 
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est évident qne si de 5 a , on veut retrancher 

2 a , il reste 3 a. 

Mais si les quantités sont dissemblables , on 
ne peut qu’indiquer la soustraction ; cela s'in- 
dique à l’aide de ce signe — , qu’on prononce 
en disant moins. 

Ainsi , si- l'on a b à- retrancher de a , on écrira a — t . 
Pour retraneher 3 b de 5a, on écrira 5 a — 3 b. 

Si de ..... g a -{- 6 6 

ou veut retrancher 5 a 4 A 

on écrira g a -|- 6 A — 5 a — 46 

que l'on réduit k . 4 a -| -si 

en faisant déduction sur les quantités semblables ; ce 
qu'on appelle faire la réduction. 

5. Un nombre qui précède une lettre , s’ap- 
pelle le coëjficient de cette lettre ; ainsi dans 3 b T 

3 est le co'ejjicienL de b. Lorsqu’une lettre doit- 
avoir 1 pour coefficient , on ne met point ce 
coefficient : ainsi lorsque de 3 « on retranche 
2 a , il reste 1 a; on écrit seulement a. Il faut 
donc bien se garder de croire qne le coefficient 
d’une lettre , lorsqu’il ne paroît point , soit zéro ’ t 
il est alors l’unité ou 1. 

6. Il importe peu dans quel ordre on écrive 
les quantités qu’on ajoute ou qu’on retranche ; 
si l’on a a à ajouter avec b , on peut indiffé- 

A 3 
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remment écrire a -f b ou b + a ; et pour re- 
trancher b de a , on peut écrire également a — b 
ou — b + a. 

7. Remarquons encore que lorsqu’une quan- 
tité n’a point de signe , elle est censée avoir le 
signe + ; a est la même chose que a. On 
est dans l’usage de supprimer le signe , dans la 
quantité qu’on écrit la première , lorsque cette 
quantité doit avoir le signe + ; mais si elle 
devoit avoir le signe — , il ne faudroit pas 
l’omettre. 

8 . Lorsqu’à la suite d’une opération , on fait 
la réduction , il peut arriver que la quantité pré- 
cédée du signe — , ait un coefficient plus grand 
que celui de la quantité semblable précédée du 
signe -f ; mais dans tous les cas , l’opération 
se réduit à cette règle générale : L addition des 
quantités algébriques se fait en écrivant leurs par- 
ties à la suite les unes des autres avec leurs signes 
tels qu'ils sont : on réduit ensuite les quantités sem- 
blables , à une seule , en rassemblant d'une part 
toutes celles qui ont le signe -j- , et d'une autre 
part , toutes celles qui ont le signe — ; enfin on 
retranche le plus petit résultat du plus grand , et 
ou donne au reste , le signe qu avait le plus grand » 

Par exemple, si à la suite d'une opération, on trouvoil 
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*40 + 12 4 + s c + 3 rf + a + 4 + 4<é — 4 c ;• on rédui- 
roic cette quantité à l 5 a -j- l 3 4 — 2 c -j- 7 il; dans laquelle 
au lieu de 2 c — 4c qu’on avoit dans la première, on a 
écrit — 2 c, parce qu’ayant 4c à retrancher d'une quantité 
dans laquelle il n’y a que 2 c qui s’offrent immédiatement» 
il faut marquer qu'il reste encore 2C à retrancher sur la 
totalité des autres quantités. 

Exemple. 

On veut ajouter les quatre quantités suivante»! 

5 a + 3 4 — 4c 
2a — 54 + 6c+2d 
a — 4 4 — 2c 3 * 

70 + 46 — 3 c — 6c 

Somme 5 a + 34 — 4c + 2a — 55 

•+ 6 c +* 2 d •+ a 1 ■ 4 4 — 2 c -j- 3 c -j- 7 s -j- 4 4 

— 3 c — 6 c. 

Faisant la réduction , j’ai pour les a , l 5 a ; pour les l T 
j’ai + 74 d'une part et — g 4 de l’autre, et par consé- 
quent — 2 4 pour reste ; pour les c, j’ai — g c d'une pait r 
et + 6c de l’autre , et par conséquent — 3 c pour reste; 
réduisant les autres de même , on trouve enfin i 5 a — 2 à 

— 3 c + 2 d — 3 c. 

9. Les quantités séparées par les signes + 
et — , s’appellent les termes des quantités dont 
elles font parties. 

10. Une quantité est appelée Monome , Binôme t 
Trinôme , etc. selon qu’elle est composée de 1 , 

A 4 
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ou de 2 , on de 3 , etc. ternies ; et nne quan- 
tité composée de plusieurs termes dont on ne 
définit pas le nombre , s appelle en général un 
Polynôme. 

il. A l’égard de la soustraction des quantités 
algébriques , voici la règle générale : Changez les 
signes des termes de la quantité que vous devez 
soustraire , c'est-à-dire , changez + en — , et — 
en + ; ajoutez ensuite cette (quantité , ainsi chan- 
gée , avec celle dont on doit soustraire , et réduisez. 


Exemple. 

De 6 a — 3 b -j- 4 c 

on veut retrancher. . 5a — 5 J + 6 c 

j’écris 6 a — 3 é -f- 4 c — 5 a + 5 i — 6 c 


et réduisant, j’ai pour reste, « + 2 4 — 2 c. 

Pour rendre raison de cette régie , prenons un 
exemple plus simple. Supposons que de a on 
veuille retrancher h ; il est évident qu’on doit 
écrire a — b ; mais si de a on vouloit retran- 
cher b — c , je dis qu’il faut écrire a — b + c ; 
en effet , il est clair qu’ici ce n’est pas b tout 
entier qu’il s’agit de retrancher , mais seulement 
b diminué de c ; si donc on retranche d’abord b 
tout entier en écrivant a — b , il faut ensuite , 
pour compenser , ajouter ce qu’on a ôté de trop ; 
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U Faut donc ajouter c , il faut donc écrire a — 
b + c , c’est-à-dire , qu’il faut changer les signes 
de tous les termes de la quantité qu’on doit sous- 
traire. 

12. Les quantités précédées du signe + , se 
nomment quantités positives ; et celles qui sont 
précédées du signe — , se nomment quantités 
négatives. Nous entrerons par la suite , dans quel- 
que détail sur la nature et les usages de ces quan- 
tités considérées séparément l’une de l’autre. 

De la Multiplication. 

1 3 . La multiplication Algébrique exige quel- 
ques considérations qui lui sont particulières , 
et qui n’ont pas lieu dans la multiplication Arith- 
métique. Indépendamment des quantités , il y a 
encore les signes à considérer. 

Au reste , à ne considérer que les valeurs nu- 
mériques des quantités représentées par les lettres, 
on doit se former de la multiplication algébrique 
la meme idée que de la multiplication arithmé- 
tique ; ainsi , multiplier a par b , c’est prendre 
la quantité représentée par a , autant de fois qu’il 
y a d’unités dans la quantité représentée par b. 

14. Mais comme l’objet est ici de faire ou de 
représenter la multiplication , indépendamment 
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des valeurs numériques des quantités , il faut 
convenir des signes par lesquels nous indique- 
rons cette multiplication. 

Outre le signe X , par lequel nous avons dit, 
dans l'Arithmétique , que l’on désignoit la mul- 
tiplication , on fait aussi usage du point , que 
l’on interpose entre les deux quantités qu’on doit 
multiplier ; en sorte que a . b et a x b signifient 
la même chose. 

On indique encore la multiplication (du moins 
entre les quantités monomes ) en ne mettant au- 
cun signe entre le multiplicande et le multipli- 
cateur ; ainsi a X b , a . b , a b sont trois expres- 
sions dont chacune désigne qu’on doit multi- 
plier a par b. Cette dernière est la plus usitée. 

rô. Pour multiplier a b par c , on écrira donc 
abc. Pour multiplier a h par cd , on écrira abcd, 
et ainsi de suite : il importe peu d’ailleurs dans 
quel ordre ces lettres soient écrites , parce que 
le produit est toujours le même dans quelque 
ordre qu’on multiplie. 

16. De cette manière de représenter la mul- 
tiplication des quantités monomes , il suit que 
le produit de la multiplication de plusieurs quantités 
algébriques monomes , doit renfermer toutes les lettres 
qui se trouvent tant dans le multiplicande que dans 
le multiplicateur. 


Digitized by Google 


de Mathématiques. il 

17. Si les quantités qu’on doit multiplier, 
étoient composées de la même lettre , cette lettre 
se trouveroit donc écrite dans le produit autant 
de fois qu’elle l’est dans tous les facteurs en-s 
semble , quelque soit le nombre des quantités 
qu’on a à multiplier. 

Ainsi a multiplié par a donneroit aa : aa multiplié par 
a a a , donneroit a a a a a : a a multiplié par a a a et multiplié 
encore par a, donneroit aaaaaa. 

Dans ce cas , on est convenu de n’écrire cette 
lettre qu’une seule fois , mais de marquer , par 
un chiffre qu’on appelle Exposant, et qu’on place 
sur la droite et un peu au-dessus de la lettre', 
combien de fois cette lettre est facteur, ou com- 
bien de fois elle doit être écrite. 

Au Heu de aa , on éciira donc a 2 : au lieu de aaa , on 
écrira a 3 ; au lieu de aaaaa, on écrira a 5 , et ainsi des 
autres. 

Souvenons-nous donc à l’avenir , que r expo- 
sant d'une lettre , marque combien de fois cette lettre 
est facteur dans un produit. 

Dans a 3 b 2 c il y a trois facteurs de valeur différente , sa- 
voir, a, b, c : mais , de ces lettres , la première est facteur 
trois fois ; la seconde , deux fois ; et la troisième , une foisa 
en effet a 3 b 2 c équivaut à aaabbc. 

1 8. Puisque l’exposant marque combien de fois 
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la quantité est facteur , il marque donc aussi ât 
quelle puissance cette quantité est élevée. 

Ainsi dans a 5 l'exposant 5 marque que a est clevé i la 
cinquième puissance. 

lg. Il faut bien se garder de confondre l'ex- 
posant avec le coefficient ; de confondre , par 
exemple , a 1 avec 2 a , a 3 avec 3 a : dans 2 a , 
le coefficient 2 marque que a est ajouté avec a , 
c’est - à - dire , que 2 a équivaut à a -|- a ; mais 
dans a* , l’exposant 2 marque que la lctttrc a 
devroit être écrite deux fois de suite sans aucun 
signe ; qu’elle est multipliée par elle-même , ou 
enfin qu’elle est facteur deux fois ; c’est-à-dire , 
que a 1 équivaut à a X a; ensorte que si a vaut 5-, 
par exemple , 2 a vaut îo ; mais a* vaut 2 5. 

20. On voit donc que pour multiplier deux 
quantités monomcs qui aur oient des lettres communes , 
on peut abréger l'opération , en ajoutant tout dt 
suite les exposans des lettres semblables du multi- 
plicande et du multiplicateur. 

Ainsi pour multiplier a 5 par a 1 , j’écris a 8 , c’cst-à-dïre , 
que j’écris la lettre a en lui donnant pour exposant , les 
deux exposans 5 et 3 réunis. De même pour multiplier 
a 1 4“ c par a^b 3 c d , j’écris a 7 b* c l d x en écrivant d’abord 
toutes les lettres différentes abcd, et donnant ensuite à 
la première pour exposant 1 qui est la somme des ex- 
posans 3 et 4 ; à la seconde , 5 qui est la somme des 
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deux exposans 2 et 3 ; et à la troisième , 8 qui est la 
somme des deux exposans I et I ; car quoique l'exposant 
de c ne soit pas marqué, on doit néanmoins sous-entendre 
qu’il est l , puisque r est facteur une fois. 

Donc toute lettre dont l'exposant n est point écrit , 
est censée avoir 1 pour exposant; et réciproquement , 
toutes les fois qu'une lettre devra avoir I pour ex- 
posant , on peut se dispenser d'écrire cet exposant. 

Telle est la règle pour les lettres dans les quan- 
tités monomes. 

sti. Quand les quantités monomes sont pré- 
cédées d’un chiffre , c’est-à-dire , d’un coefficient, 
il faut commencer la multiplication par ce coeffi- 
cient ; et cette multiplication se fait suivant les 
règles de l’Arithmétique. 

Ainsi pour multiplier 5 a par 3b, je multiplie d’abord 
5 par 3 , puis a paré, et je trouve lia b pour produit. 
Pareillemen t , si j’ai lia 3 b 2 à multiplier par g b 3 , j’aurai 
Io8 a 7 A 5 . 

22. Ces principes posés , venons à la mul- 
tiplication des quantités complexes. Il faut, pour 
cette multiplication , suivre le même procédé 
qu’on suit en Arithmétique pour les nombres 
qui ont plusieurs chiffres , c’est - à - dire , qu’il 
faut multiplier successivement chacun des termes 
du multiplicande , par chacun des termes du 
multiplicateur , et cela en observant les règles 


Digitized by Google 


G 0 V R s 


*4 

que nous verrons de donner pour les monomes. 
On n’est point assujetti , comme en Arithmé- 
tique , à opérer en allant de droite à gauche , 
plutôt que de gauche à droite ; cela est indif- 
férent ; nous prendrons même ce dernier parti 
qui est le plus en usage. 

Exemple I. 

On propose de multiplier. ... a -f- b 
par c d. 

Prbduit bc ad b d 

1°. Je multiplie a par c, ce qui ( 14 ) me donne a c. 
3 ". Je multiplie b par c, ce qui me donne bc ; j'ajoute ce 
second produit au premier en les unissant par le signe -f- , 
et j’ai ac -J- b c pour produit de a -j- b par c. 

Je multiplie de meme a et b par d, ce qui me donne 
a d + bd , qui joint au premier produit , donne a c -f- bc 
ad -f- bd. En effet, multiplier a -|- b par c -f- d, c’est 
prendre non-seulement a , mais encore b , autant de fois 
qu’il y a d’unités dans la totalité de c d , c’est-à-dire, 
autant de fois qu'il y a d’unités dans c , plus autant de fois 
qu’il y a d’unités dans d. 

Exemple II. 

On propose de multiplier a — b 

par . c — d 

• Produit ac — bc — ad -j-" bd 

Après avoir multiplié a par c, Ve qui donne ac, je 
tnultiplie b par c, ce qui donne bc; mais au lieu d’a- 
jouter ce dernier produit au premier , je l’en retranche , 
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parce qu’en multipliant a tout entier, ainsi qu’on le fait 
par la première opération, il est visible qu’on y multiplie 
de trop la quantité b dont a devoit être diminué; il faut 
donc ôter de ce produit, la quantité b multiplié par c; 
ç’est-à-dire, ôter bc. 

On trouvera de même, que a — b multiplié par d, 
donne ad — bd; mais comme le signe du multiplicateur 
actuel d , est — , on retranchera ce second produit, du 
premier , et ( 1 1 ) l’on aura ac — bc — ad - f- bd. 

En effet, puisque le multiplicateur c — d est moindre 
que c , de la quantité d , il marque qu’il ne faut prendre le 
multiplicande qu’autant de fois qu’il y a d’unités dans t 
diminué de d: or il est clair qu'ayant pris d'abord, a — b 
autant de fois qu’il y a d'unités dans c , le produit est trop 
grand de la valeur de a — b pris autant de fois qu’il y a d’u* 
nités dans d; il faut donc retrancher le produit de a - b par d. 

I 

23. Si l’on fait attention aux signes des termes 
qui composent le produit total ac. — bc — ad 
-{- bd, et qu’on les compare avec les signes des 
termes du multiplicande et du multiplicateur qui 
les ont donnés, on observera i°. que le terme a 
qui est censé avoir le signe + , étant multiplié 
par le terme c qui est censé aussi avoir le signe 
-4- , a donné pour produit ac qui est censé avoir 
le signe +. 

2 °. Que le terme b qui a le signe — , étant 
multiplié par le terme c qui est censé avoir le 
signe + , a donné pour produit b c avec le 
jsigae — . 
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3 °. Que le terme a qui a le signe -f , mnltiplié 
par le terme d qui a le signe — , a donné pour 
produit ad avec le signe — . 

4°, Enfin , que le terme b qui a le signe — , 
étant multiplié par le terme d qui a aussi le signe 
— , a donné pour produit le terme bd qui a le 
signe +. 

Donc , à l’avenir , nous pourrons reconnoître 
facilement dans les multiplications partielles , si les 
produits particuliers doivent être ajoutés ou retran- 
chés ; il suffira pour cela d’observer les deuxrègles 
suivantes que nous fournissent les observations 
que nous venons de faire. 

24. Si les deux termes que l'on doit multiplier ont 
tous deux le même signe , c'est-à-dire , ou tous deux + , 
ou tous deux — ; leur produit aura toujours le signe -j- . 
Si au contraire ils ont différons signes , c'est-à-dire , 
l'un + et C autre — , ou l'un — et T autre plus + ; 
leur produit aura toujours le signe — . 

1 

A l’aide de ces règles , on est en état de faire 
toute multiplication algébrique. Mais pour procé- 
der avec méthode, on observera d’abord la règle 
des signes, puis celle des coëfficiens, enfin celle 
des lettres et des exposans. 

Terminons par nn exemple où toutes ces règles 
soient appliquées. 

Exemple III. 
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Exemple III. 

On propose de multiplier 5 a 4 — 2 a 3 4 -f- 4 a *^* 
par . 4 . à . . . . a} — 4 a a 4 + 24 3 

5 a 7 — 2 a 6 4 -J" 4a 5 4* 

— 20 a 6 4 -j- 8n s 4 a — l6a 4 4 3 
-J- ioa 4 4 3 — 4a 3 4 4 8a a 4 3 

Produit..*.. 5 a 7 — 22 a s 4 + 12 a 5 4* — 6a-*4 3 - 4 a 3 4 * + 8a*4 5 

Je multiplie successivement les trois ternies 5 a*, — - 
*a 3 4, -{- 44*4*, par le premier terme a 3 du multipli- 
cateur. Les deux termes 5 a* et a 3 ayant le même signe, 
le produit ( 24 ) doit avoir le signe -f- ; mais j’omets ce 
signe, parce qu’il appartient au premier terme du produit ( 7 ). 
Je multiplie ensnite le coefficient 5 de a 4 par le coefficient 1 
de a 3 , ce qui me donne 5 ; enfin multipliant a* par a 3 selon 
la règle donnée { 20 ), c’est-à-dire , ajoutant les deux expo- 
Sans 4 et 3 , j’ai a 7 , et par conséquent 5 a 7 pour produit. 

Je passe au terme — 2 a 3 4 ; et pour le multiplier par a 3 , 
je vois que les signes de ces deux quantités étant différens , 
le produit doit avoir le signe — ; je multiplie ensuite Je 
coefficient 2 de a 3 4 par le coefficient I de a 3 , et enfin a 3 4 
par a 3 , et j’ai — 2 a 6 4 pour produit. 

Par un procédé semblable, le terme -f- 4a*4* multiplié 
par a 3 donnera -f- 4 a 5 4*. 

Apres avoir multiplié tous les termes du multiplicande 
par a 3 , il faut les multiplier par le second terme — 4 a a 4 
du multiplicateur. Le terme 5 a 4 multiplié par — 4 a“4 de 
signe différent , donnera — 20 a 6 4 ; le terme — 2 a 3 4 mul- 
tiplié par — 4o a 4 de même signe, donnera -j- 8a 5 4“ : et 
le terme -{- 4a a 4 a multiplié par — 44*4 de signe différent, 
donnera — 16 a 4 4 3 . 

Algèbre. B 
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Enfin on passera à la multiplication par le terme + 2 4* r 
et en suivant les mêmes règles, on trouvera -f- loa 4 4 3 , 
— 4 a^b* , -J- 8a 2 4 5 pour les trois produits partiels. 

Ajoutant tous ces produits, et faisant la réduction, on 
a 5 a 7 — 22 a 6 4 + I2a 5 4*. — 6a 4 4 3 — 4a 3 4 4 + 8a 2 4* 
pour produit total. 

a5. Pour se familiariser avec la pratique de 
cette règle , on prendra des exemples dans la 
Table que l’on trouve ci-après la division ; voici 
quelques remarques sur quelques - uns de ces 
exemples. 

Dans le premier, on a multiplié a b qui représente 
généralement la somme de deux quantités, par a — b qui 
représente généralement leur différence , et l’on trouve pour 
produit a 2 — 4 2 qui est la différence du quarré de la pre- 
mière au quarré de la seconde , ou la différence des quarrés 
de ces deux quantités. On peut donc dire généralement , 
que la somme de deux quantités , multipliée par leur différence , 
donne toujours, pour produit, la différence des quarrés de ces 
mêmes quantités. Que l’on prenne deux nombres quelcon- 
ques, 5 et 3 par exemple; leur somme est 8 et leur diffé- 
rence 2, lesquelles multipliées l’une par l’autre , donnent 1 6, 
qui est en effet la différence du quarré de 5 au quarré de 3, 
c’est-à-dire, de 25 à 9. Et réciproquement, la différence des 
quarrés de deux quantités , peut toujours être considérée comme 
formée par la multiplication de la somme de ces deux quantités 
par leur différence. Ainsi la quantité 4* — c 2 , qui est la dif- 
férence du quarré de 4 au quarré de c , vient de la multi- 
plication de 4 -{- c par 4 — c. Ces deux propositions nous 
seront utiles par la suites 

On peut déjà remarquer en passant, un des usages de 
l'Algèbre pour découvrir des vérités générales. 
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î.e second exemple fait voir d’une manière générale et 
Simple ce que nous avons dit en Arithmétique sur la com- 
position du quarré , savoir , que le quarrè de la somme a -f- b 
de deux quantités, est composé du quarrè a a delà première, du 
double 2 ab de la première multipliée par la seconde , et di 
quarré b“ de la secondes 

Le troisième exemple confirme ce que nous avons dit 
aussi en Arithmétique sur la formation du cube. On y 
voit a 1 2 ab -j- b* j quarré de a -(- b, qui après avoir 
été encore multiplié par a + b , donne a 3 3 a* b -)- 3 ai* 
-f- b 3 , dont le premier terme est le cube de a , le second 
qui est le même que 3 a‘ X b , est le triple du quarré de a , 
multiplié par b ; on voit de même que 3 a b* est le triple de a 
multiplié par le quarré de b ; et enfin b 3 est le cube de bs 

26. Pour indiquer la multiplication entre deux 
quantités complexes , on est dans l’usage de ren- 
fermer chacune de ces deux quantités entre deux 
crochets , et d’interposer entr'elles l’un des signes 
de multiplication dont nous avons parlé plus 
haut (14); quelquefois même en n’interpose 
aucun signe ; ainsi pour marquer que la totalité 
de la quantité a* -f 3 a b -j- A a doit êtro multipliée 
par la totalité de 2a + 3i , on écrit (a a -)-3aè-f 4 a ) 
X (2 a + 3 b) ou (a* + 3 ab + i a ) . ( <2 a -f 3b) 
ôu simplement ( a” + 3 ab + 4 a ) (sa + 3 b). 
Quelquefois au lieu d’écrire chaque quantité entre 
deux crochets , on couvre chacune d’une barre , 
en cette manière, a a -f- 3 a b -f i a x 2 a + 3 b. 

27. Il y a beaucoup de cas où il est plus 

Ë 2 
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avantagea* d’indiquer la multiplication que de 
l’exécuter. On ne peut donner de règles géné- 
rales sur ce sujet , parce que cela dépend des 
circonstances qui donnent lieu à ces opérations : 
nous verrons par la suite plusieurs de ces cas. 
C’est principalement par l’usage qu’on apprend 
aies distinguer. On peut cependant, dire assez 
généralement, qu’il convient de se contenter d’in- 
diquer les multiplications , lorsque celles - ci 
doivent être suivies de la division , parce que 
cette dernière opération s’exécutant souvent, ainsi 
qu'on va le voir , par la seule suppression des 
facteurs communs au dividende et au diviseur , 
on distingue plus facilement ces facteurs com- 
muns , lorsqu’on n’a fait qu’indiquer la multi- 
plication. 

De la Division. 

a 8. La manière de faire cette opération en 
Algèbre , dépend beaucoup des signes que nous 
sommes convenus d’employer pour la multipli- 
cation. L’objet en est d’ailleurs le même qu’en 
Arithmétique. 

ag. Lorsque la quantité qu’on proposera i 
diviser , n’aura aucune lettre commune avec le 
diviseur , alors il n’est pas possible d’exécuter 
l'opération ; on ne peut que l'indiquer , et cela 
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se fait en écrivant le diviseur au-dessous du di- 
vidende , en forme de fraction , et séparant l’un 
de l'autre par un trait. 


Ainsi pour marquer qu’on doit diviser a par b, on écrit 

- i et l'on prononce a divisé par b, pour marquer qu’oo 

doit diviser aa -j- bb par c -J- d, ou écrit “ “ 

C *f <* 


So. Lorsque le dividende et le diviseur sont 
monomes , si toutes les lettres qui se trouvent 
dans le diviseur , se trouvent aussi dans le di- 
vidende , la division peut être faite exactement , 

et on l'exécutera en suivant cette règle 

Supprime i dans le dividende , toutes les lettres qui 
lui sont communes avec le diviseur ; les lettres qui 
resteront , composeront le quotient. 

Ainsi pour diviser a b par « , je supprime « dans le di- 
vidende ai, et j’ai b pour quotient. Pour diviser abe 
par a b , je supprime a b dans le dividende , et j’ai e pot» 
quotient. 

En effet , puisque (14) les lettres écrites sans 
aucun signe interposé , sont les facteurs de la 
quantité dans laquelle elles entrent , les lettres 
du diviseur , qui sont communes an dividende , 
sont donc facteurs de ce dividende ; or nous avons 
vu en Arithmétique que lorsqu’on divise un pro- 
duit par un de ses facteurs , on doit trouver pour 
quotient l'autre facteur ; donc le quotient doit 
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être composé des lettres du dividende qui nç 
sont point communes entre pelui-ci et le di* 
viseur. 


3 1 . Il suit de-Ià que lorsqu’il y aura des expo- 
sans , la règle qu'on doit suivre , est de retrancher 
l'exposant de chaque lettre du diviseur , de l'ex- 
posant de pareille lettre du dividende, 


Ainsi pour diviser a 3 par a 1 , je retranche 2 de 3 , il me 
l'este I , et par conséquent j’ai a' ou a pour quotient. Dp 
piême , ayant à diviser a*i 3 c“ par a “ic , j'aurai a^i'c. 


En effet — est la même chose que - — qui , selon la 

fl a * flfl ' 

règle donnée ( 3o ) , se réduit A a , en ôtant Jes lettres com- 
piuncs au dividende et au diviseur, 


52. Donc si une lettre a le même exposant 
dans le dividende et dans le diviseur , elle aura 
zéro pour exposant dans le quotient. 

Ainsi a 3 divisé par a 3 donnera a°; a 3 b c % divisé par a“ic® 
donne a'b 0 c° ou a b a c°. 

Dans ce cas , on peut se dispenser d’écrire les 
lettres qui ont o pour exposant ; car chacune 
d’elles n’est autre chose que l’unité. En effet, 
lorsqu’on divise a 3 par a 3 , pn cherche combien 
de fois a 5 contient a 3 ; or il le contient évi- 
demment i fois ; le quotient doit donc être 1 : 
d’un autre côté a 3 divisé par a 3 donne pour quo- 
tient a° ; donc a° vaut 1 . En général , toute quan- 
tité qui a léro pour exposant , vaut î. 
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33. Si quelques lettres du diviseur ne sont pas 
communes an dividende , ou si quelques-uns des 
exposans du diviseur sont plus grands que ceux 
de pareilles lettres du dividende , alors la division 
ne peut être faite exactement : on ne peut que l’in- 
diquer comme il a été dit ci-dessus ( 29 ). Mais on 
peut simplifier le quotient ou la quantité fraction- 
naire qui le représente alors. La règle qu’il faut 
suivre pour cela , est de supprimer dans le divi- 
dende et dans le diviseur , les lettres qui leur 
sont communes ; en sorte que s’il y a des expo- 
sans , on efface la lettre qui a le plus petit expo- 
sant , et l’on diminue de pareille quantité le plus 
grand exposant de la même lettre. 


Par exemple , si l’on propose de diviser a s b c 3 par a*i 3 cé, 
. . a 5 4c 3 , . 

on écrira ^3^ que I on réduira en cette maniéré ; on 

effacera a* dans le diviseur, et l’on écrira seulement a* 
dans le dividende ; on effacera b dans le dividende , et l’on 
écrira seulement dans le diviseur ; enfin on effacera c* 

dans le dividende , et l’on écrira seulement c dans le divi- 
ns 

senr ; en sorte qu’on aura — • On trouvera de même , que 

a*é 3 e 3 > , , . Mc 

se réduit a — ;• 
a’écM ad 


Si, par ces opérations , il ne rastoit plus aucune 
lettre dans le dividende , il faudroit écrire l’unité. 

Ainsi -5 se réduira à — 

a* a 


La raison de ces règles est facile à saisir après 

B 4 
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tout ce qui a été dit ci-dessus; car , supprimer, 
ainsi qu’on le prescrit , le même nombre de lettres 
dans le dividende et dans le diviseur , c’est di* 
viser , par une même quantité , chacun des deux 
termes de la fraction qui exprime le quotient ; 
or cette opération, n’en change point la valeur 
et simplifie la fraction , ainsi qu’on l’a vu en 
Arithmétique. 


34 . Jusqu’ici nous n’avons pas eu égard aux 
coëfficiens que peuvent avoir le dividende , ou 
le diviseur , ou tous les deux. La règle qu’on 
doit suivre à leur égard, est de les diviser comme 
en Arithmétique ; et si la division ne peut pas 
être faite exactement , on les laisse sous la forme 
de fraction , que l’on réduit à sa plus simple ex- 
pression , lorsque cela est possible, 


Par exemple , ayant à diviser 8 a 3 b par 4 a*J , jç divise 8 
par 4, et j'ai pour quotient, 2 ; divisant ensuite a? b par a*i, 
j'ai pour quotient, a; et par conséqueut 2a pour quotient 
total. 


8a 3 #* 


Ayant 1 diviser 8<i 3 4* par 6 ab, j’écris — que j« 


réduis à 

3 


35. La règle que nous venons de donner (33) 
est générale , soit que le dividende et le diviseur 
soient monomes , soit qu’ils soient complexes 
oq polynômes , pourvu que dans çç dernier cas. 


t 
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les lettres communes an dividende et au diviseur 
soient en même temps communes à tous les 
termes séparés par les signes + et — . 

C’est ainsi qu’ayant a 5 -p 4 a*b — 5 a a b 3 à diviser par a* 


■— 5 a a i, on réduira le quotient 

. , a 3 *4- 4 a*é — 5 A 3 


a 5 + 4 <j4S — 5 a*b 3 


4 U 


a 3 — 5«’A 
, en supprimant a* qui est fac 


quantité , _ 5A 
teur commun de tous les termes du dividende et du diviseur. 


36. Si le dividende et le diviseur sont com- 
plexes , on ne peut donner de règles générale* 
pour reconnoître , par l’inspection seule , si la 
division peut ou ne peut pas être faite exacte- 
ment. Il faut , pour s’en assurer et trouver en 
même temps le quotient , faire l’opération que 
nous allons enseigner. 

i p . Disposer, sur une même ligne , le divi- 
dende et le diviseur , et ordonner leurs termes 
par rapport à une même lettre commune à l’un 
et à l’autre , c’est-à-dire , écrire , par ordre de 
grandeur , les termes où cette lettre a des expo- 
sans consécutivement plus petits. 

2 0 . Cçtte disposition faite , on sépare le di- 
vidende , du diviseur , par un trait , et on pro- 
cède à la division en prenant seulement le pre- 
mier terme du dividende , que l’on divise , sui- 
vant les règles données ci - dessus ( So et suiv. ) 
par le premier terme du diviseur , et l’on écrit 
le quotient sous le diviseur. 
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3°. On multiplie successivement tous les termes 
du diviseur, par le quotient qu’on vient de trou- 
ver , et on porte les produits sous le dividende , 
en observant de changer leur signe. 

4 °. On souligne le tout ; et après avoir fait 
la réduction des termes qui sont semblables dans 
le dividende et dans le produit , on écrit le reste 
au-dessous pour commencer une seconde divi- 
sion de la même manière , en prenant pour pre- 
mier terme , celui des termes restans qui a le 
plus fort exposant. 

Sur quoi il faut remarquer qu’ici , comme dans 
la multiplication , on doit avoir égard aux signes 
du terme du dividende et du terme du diviseur 
que l’on emploie : la règle est la même que pour 
la multiplication , c’est-à-dire , que 

Si le dividende et le diviseur ont le même signe , 
le quotient aura le signe +. 

Si , au contraire , ils ont dijferens signes , le quo- 
tient aura le signe — _ 

Cette règle pour les signes , est fondée sur ce 
que le quotient multiplié par le diviseur , doit 
reproduire le dividende. Il faut donc que le 
quotient ait des signes tels qu’en le multipliant 
par le diviseur , on reproduise le dividende avec 
les mêmes signes ; or cette condition entraîne 
nécessairement la règle que nous venons de 
donner. 
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Pour procéder avec ordre , on commencera 
par les signes , puis on divisera le coëtficient , 
enfin les lettres. 

Exemple. 

On propose de diviser a a — b b par b -J- a. 

J’ordonne le dividende et le diviseur par rapport â l’une 
ou à l’autre des deux lettres a et b , par rapport à a, par 
exemple; et je les écris comme on le voit ici: 

{dividende. . a a — b b a b Diviseur. 

— a a — a b a — b Quotient. 


Reste, — a b — b b 

+ ab + hb 

Reste o 


Le signe du premier terme a a du dividende, étant le 
même que celui de a premier terme du diviseur , je dois 
mettre + au quotient ; mais comme c’est le premier terme, 
je puis omettre le signe -J-. 

Je divise a a par a; j’ai pour quotient a que j’écris sous 

le diviseur. 

Je multiplie successivement les deux termes a et b du 
diviseur, par le premier terme a du quotient, et j’écris les 
produits a a et a b sous le dividende, avec le signe — , 
contraire à celui qu’a donné la multiplication , parce que 
ces produits doivent être retranches du dividende. 

Je fais la réduction en effaçant les deux termes a a et 
— a a qui se détruisent; il me reste — ai qui , avec la 
partie restante — b b du dividende, compose ce qui me 
reste à diviser. 

Je continue la division en prenant — a b pour premier 
terme de mon nouveau dividende. 
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Divisant — ai par a , j’écris — nu quotient , parce qa* 
les signes du dividende et du diviseur sont difFérens ; quant 
aux lettres, je trouve i pour quotient, et je l’écris i la 
Suite du premier quotient. 

Je multiplie les deux termes a et i du diviseur, par le 
terme — t du quotient ; les deux produits sont — ab - bb; 
je change leurs signes et j’écris -f • a b , b b sous les par- 
ties restantes du dividende. Je fais la réduction en effaçant 
les parties semblables et de signe contraire : comme il ne 
reste rien , j’en conclus que le quotient est a — b. 

On auroit pu également ordonner le dividende et le di- 
viseur par rapport i la lettre b , et alors on auroit eu — 
b b a a i diviser par b -j- a , ce qui , en opérant de la 
même manière , auroit donné — b -J- a pour quotient , 
quantité qui est la même que a — b. 

Voyez les exemples de la Table ci-jointe. 

37. Il arrive souvent qu’une quantité résul- 
tante de plusieurs opérations différentes , peut 
être mise sous la forme d’un produit ou résultat 
de multiplication : lorsque cela arrive , il est 
très-souvent utile de lui donner cette forme , 
en indiquant la multiplication entre ses facteurs. 
Quoique la méthode générale pour découvrir ces 
facteurs dépende de connoissances que nous ne 
donnerons que par la suite , néanmoins nous 
observerons que lorsqu’on s’est un peu fami- 
liarisé avec la multiplication et la division , on 
les apperçoit , dans beaucoup de cas avec facilité. 

Par exemple , si on avoit i ajouter 5 ai — 3be -f- a% 
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lication , 


a 3 -j- 3a*4 -f 3 ai*-f-4 3 


ï‘* 4 -j- 20 a 3 b 


e 3 b -j- 5o a 3 4 ! 


45« 1 A 3 4 . s5 a4+— 64 3 


mon, 


4 “’b + 5 ai» — 3 i 3 


Algèbre, page 28 . 


+ i 3 

-^a 4 > 
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avec 3 a 6 -f- 3 6c — 3 a*, on suroît 8 a 6 — a* qui , i 
cause de la lettre a qui est facteur commun des deux termes 
8 a 6 et a* , peut être considéré comme étant venu de la 
multiplication de 8.6 — a par a, et peut être représenté 
par (86 — a) X a. Il est utile de s’exercer à ces sortes 
de décompositions. 

De la manière de trouver le plus grand commun 
diviseur de deux quantités littérales . 

38. La méthode pour trouver le plus grand commun 
diviseur de deux quantités littérales , est analogue I celle 
que l’on suit dans l’Arithmétique pour les nombres. 11 
faut, après avoir ordonné les deux quantités par rapport 
à une même lettre , diviser celle où cette lettre a le plus 
grand exposant , par la seconde , et continuer la divi- 
sion jusqu’à ce que cet exposant y soit devenu moindre 
que dans la seconde , ou tout au plus égal. On divise 
ensuite la seconde, par le reste de cette division, et avec 
les mêmes conditions. On divise après cela , le second 
reste par le premier , et l’on continue de diviser le nou- 
veau reste par le précédent , jusqu’à ce qu’on soit arrivé 
à une division exacte : alors le dernier diviseur qu’on 
aura employé, est le plus grand commun diviseur cherché. 

Avant de mettre cette règle en pratique , nous ferons 
une observation qui peut en faciliter l’usage ; cette obser- 
vation est , qu’on ne change rien au plus grand commun 
diviseur de deux quantités , lorsqu’on multiplie ou lors- 
qu’on divise l’uue des deux par une quantité qui n’est 
point diviseur de l'autre, et qui n’a aucun commun di- 
viseur avec ceue autre. Par exemple , a b et a c ont pour 
eeiumun divise»! » ; si je multiplie ai par A , il deviendra 
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abd, qui n’a avec ac d’autre commun diviseur que a 4 
e’cst-à-dire , le meme qui étoit entre a b et a c. 

11 n’en seroit pas de même , si je multipliois a b par 
Un nombre qui fût diviseur de ac, ou qui eût un fac- 
teur commun avec ac: par exemple, si je multipliois ab 
par c , il deviendroit abc , dont le diviseur commun avec 
ac est ac lui- même. Pareillement, si je multipliois a b par 
td, qui a un facteur commun avec ac , j’aurois ab c d 
dont Je diviseur commun avec ac est a c. 

3 g. Concluons de-U l°. que si en cherchant le plus 
grand commun diviseur de deux quantités , on s’apper- 
çoit dans le cours des divisions que l’on fera successif 
Ventent , que le dividende ou le diviseur ait un facteur , 
ou un diviseur qui ne soit point facteur de l'autre , on 
pourra supprimer ce facteur. 

2°. Qu’on pourra multiplier l’une des deux quantités 
par tel nombre qu’on Voudra , pourvu que ce nombre 
ne soit point diviseur de l’autre quantité , et n’ait aucun 
facteur commun avec elle. 

Appliquons maintenant la règle et les remarques que 
nous venons.de faire. 

Supposons qu’on demande le plus grand commun di- 
viseur de a a — 3 a b -}- 2 b b et a a — a b — 2 b b. 

Exemple J. 

1 er . ^Divid, 

sa — 3 a é -f- 2êê 
— aa- f- a b ab b 

— I 1 er . Quot. 

l* *. Reste. . — 2 a b 4 b b 


I* r . Divis. 
a a — a b — a b b 
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Il faut doue diviser a a — ai — 2 b b par — 2 ab -J- \ b b : 
mais comme ce dernier a pour facteur 2 b, qui n’est point 
facteur commun de tous les termes du premier, il suffit 
de diviser eu — a b — 2 b b par — 4 -j- 2 i , que l’on a 
en supprimant le facteur 2 b. Donc 

a*. Divid. ( 2*. Divis, 

aa — ab — 2 bb 1 — a-4-2i 
— aa+2ab — a — b 2 e . Quoi. 

-f- ab — 2 b b 

— ab -f- 2 bb 
Reste O, 

Le commun diviseur est donc — a -f- 2 S, 

Exemple II. 

5 a 3 — 18 u a i + liai» — 6 b s J 7a* — 23 al+ 6 i» 

Comme on ne peut diviser 5 par 7 , et que d'ailleurs 
celui-ci n’est pas facteur commun de tous les termes de l.t 
seconde quantité , je multiplie la première par 7 , et alors 

J tr . Divid. I tr . Divis. 

fai 1260* J -J- 77 ai* — 42 1 3 7Q »_ 23ai + 6 J. 

— 35a i -+-ii5a a é — 30 ai* / 

I Sa I er . Quotient. 

I* r .Reste... — il a 2 b -+- 47 ai a — \ib* 

Je puis encore diviser par le même diviseur , en mul- 
tipliant par 7 , et omettre le facteur b , alors 

2 e . Divis. 

7 a* — 23 ai J-6i* 

— it 2 e . Quotient. 


2 e . Divid. 

— 77 a a -f- 329 ab — 294i* 
+ 770» — 253ai+ 66i a 

a*. Reste. . . . + 76 a J — 228 i* 


Digitized by Google 


Cours 


3 a 

Il faut donc diviser 7 o 1 -s 3 <ié + 6i* par •j&ai — ttSi* 
ou plutôt par a - 3 b , en supprimant le facteur 76 b. Donc 

3*. Dirid. 3'. Divis. 

7a* — 2 3 ai + 6ô* 

•— 7 a* -4- al a 6 < 

— l ja—ib 3 e . Quotient. 

— 3 a i- 4 - 6 i* 

-p lu ô — 6 i» 

Reste 0. 

Donc te commun diviseur des deux quantités proposées , 
est a — 3 b. 

Des Fractions littérales » 

40. Les fractions littérales se calculent suivant 
les mêmes règles que les fractions numériques , 
mais en appliquant en même temps les règles 
que nous avons données ci-dessus , concernant 
l’addition , la soustraction , la multiplication et la 
division. Comme cette application est facile , nous 
la ferons très-sommairement. 

41. La fraction peut être transformée , sans 

changer de valeur , en — , ou , ou , et 

ainsi de suite. 

En effet, ces dernières ne sont autre chose que 
la première dont on a multiplié les deux termes, 
par c dans le premier cas, par « dans le second, 

et 
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etpara + i dans le troisième, ce qui n’en change 
point la valeur. 

42. La fraction est la même chose que — ; la 

r • 6« 3 +7a a £ , » 2 «4- i — . 

fraction — ■ - est la meme que Cela est 

I2o j -f-9o“c * 4A-J-3C 

évident , en divisant les deux termes de la pre- 
mière par a c , et les deux termes de la troisième , 
par 3 «\ Au reste, cette réduction des fractions 
à leur plus simple expression , est comprise dans 
ce qui a été dit ( 33 ). 

La règle générale pour réduire une fraction 
quelconque à ses moindres termes, est de diviser 
les deux termes par leur plus grand commun di- 
viseur. 

43 . Pour réduire à une seule fraction , une 
quantité composée d’un entier et d’une fraction , 
il faut , comme en Arithmétique . multiplier l’ert- 
tier par le dénominateur de la fraction qui l’ac- 
compagne. 

_ 1 a t • ac b d 

Par exemple , a + — , peut etre change en * 

_ . c d — a b al — ad-)- cd — al 

De meme , a -J r- , se réduit a — r 7 > 

b — — d o — — a 

en multipliant rentier a par le dénominateur b — di et 

— a d -f- c d c d — ad 

en réduisant, on a — — ou -7 7- • 

p — d b — a 

44. Pour tirer les entiers qu’une fraction litté- 
tale peut renfermer , cela se réduit , comme en 

Algèbre. C 
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Arithmétique , à diviser le numérateur , par le 
dénominateur, autant qu’il est possible , et en sui- 
vant les règles données ci-dessus pour la division. 


.. . . 3« i -f- o c 4" . 

Ainsi la quantité , peut etre réduite 


cd 


A 3b -J- c -) ; pareillement la quantité. 


c a +4 a b 4- 4 b b “ 1 “ c c 
a -4- ai 


, se réduit à a -J- 2 b -f. 


a ■+■ ai ' 


en faisant la division par a -j- si. 


45. Pour réduire plusieurs fractions littérales , 
au même dénominateur, la règle est la même qu’en 
Arithmétique. 


Ainsi, pour réduire à un meme dénominateur, les trois 
fractions -, y > 7 > je multiplie les deux termes de 

b a J 

. la première , par df; les deux termes de la seconde , par 
b f : et les deux termes de la dernière , par bd: et les trois 
fractions, réduites au même dénominateur, deviennent 
a d f icj b de 

JJj 3 ri}* Tdj 


On se conduiroit de la même manière, si les 
numérateurs ou les dénominateurs , ou tous les 
deux étoient complexes , mais en observant les 
règles de la multiplication des nombres complexes. 


C’est ainsi qu’on trouvera que les deux fractions 


û «jJ b 

et ^ 7 -, réduites au meme dénominateur, deviennent 


— b 

4 b oc — b b ■ 
aa — tb 


b c 


et 


îae -f ûJ — ibe 
a a — 6 6 


en 
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multipliant les deux termes de la première , par a — l s 
et les deux termes de la seconde , par a b. 

46. A l’égard de l’addition et de la soustraction ; 
lorsqu’on a réduit les fractions au même dénomi- 
nateur, il ne s’agit plus que de faire l’addition ou 
la soustraction des numérateurs , en conservant le 
dénominateur commun. 


Ainsi, les deux fractions — t et 


le 


a -f- b a — b 
au même dénominateur , ont donné ci-dessus 

lac + a b — 2 b < 


, réduites 


ab-)-ac—~bb — bc a a 
- et — 


aa — ■ b 6 
on veut ajouter, on aura 


; si donc 


aa — b b 
ab+ac-hb-bc+aa-lac+ah-ihc 
a a — b b 


. .. . , 2ab — ac—bb — 2 bc + aa . 

qui se réduit à Au contraire - 

* aa — bb 

si Ton veut retrancher la seconde de la première , on aura 

a b -f- a c — b b — bc~-aa-\- lac — a b -f- 2 b c 

— y qui sc 

a a — b b * 

• i • . 3 ac — bb + bc — a a 

réduit a 

a a — b b 


47. Remarquons en passant que, pour retran- 
cher la seconde fraction , nous avons changé les 
signes du numérateur seulement : si l'on changeoit 
les signes du numérateur et du dénominateur en 
même temps , on ne changeroit point la fraction , 
et par conséquent, au lieu de la retrancher, on 

l’ajouteroit; en effet est la même chose que — 
selon la règle qui a été donnée (36). 

C 2 
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48 . Pour multiplier ~ par , on écrira -jj-» 

en multipliant numérateur par numérateur,, et dé- 
nominateur par dénominateur, conformément aux 
règles de l’Arithmétique. De même r a X i b 
donnera £ a b. 


49- 


Pour diviser ~ par l’opération se 


réduit à multiplier par — , ce qui s’exécute 


a d 


par la règle précédente, et donne et pour 
diviser ^4 P ar - 37 » ce ^ a sc réduit à multiplier 


c -\~d 


a -f- b 

4! -f* d 


par 


c d 


, ce qui donne 


( ° 4 - *.) ( « — * ) 

( e + d) (c + d) 

ou ré+*) t ou> en faisant la multiplication 

(«+‘0 a , , 

. , , . . a a — l'i 

indiquée dans le numérateur, ( g + d ^ - 

Des Équations . 


5o. Pour marquer que deux quantités sont 
égales , on les sépare l’une de l’autre par ce signe 
— t qui se prononce par le mot égal, ou par les 
mots est égal à; ainsi cette expression a=b, se 
prononceroit en disant a égale b , ou a est égal à b. 

L’assemblage de deux ou de plusieurs quantités 
séparées ainsi par le signe = , est ce qu’on appelle 
une Équation. La totalité des quantités qui sont à 
la gauche du signe = , forme ce qu’on appelle le 
premier membre de l’équation, et la totalité de celles 
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qui sont à la droite de ce même signe , forme le 
second membre. Dans l’équation 4* — 3 = 2 x -f - 7 , 
4 x — 3 forme le premier membre , et 2 x -1- 7 
forme le second. Les équations sont d’un très-grand 
usage pour la résolution des questions qu’on peut 
proposer sur les quantités. 

Toute question qui peut être résolue par l’Al- 
gèbre, renferme toujours dans son énoncé, soit 
explicitement , soit implicitement , un certain 
nombre de conditions qui sont autant de moyens 
de saisir les rapports des quantités inconuue^aux 
quantités connues dont celles-là dépendent. Ces 
rapports peuvent toujours , ainsi qu’on le verra par 
la suite , être exprimés par des équations dans 
lesquelles les quantités inconnues et les quantités 
connues se trouvent combinées les unes avec les 
autres , et cela d’une manière plus ou moins 
composée , selon que la question est plus ou 
moins difficile. 

Ainsi pour résoudre , par Algèbre, les questions 
qu’on peut proposer sur les quantités , il faut trois 
^choses. 

i°. Saisir dans l’énoncé ou dans la nature de 
la question, les rapports qu’il'y a entre les quar> 
tités connues et les quantités inconnues. C’est une 
faculté que l’esprit acquiert , comme beaucoup- 
d’autres , par l’usage; mais il n’y a point de règles 
générales à donner là-dessusi. 

C 3 
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2 °. Exprimer chacun de ces rapports par une 
équation. Cette condition peut être réduite à une 
seule règle, que nous exposerons par lasuite; mais 
dont l’application est plus ou moins facile selon la 
nature des questions , la capacité et l’exercice que 
peut avoir celui qui entreprend de résoudre. 

3°. Résoudre cette équation , ou ces équations , 
c’est-à-dire , en déduire la valeur des quantités 
inconnues. Ce dernier point est susceptible d’un 
nombre déterminé déréglés : c’est parlui que nous 
allons commencer. 

Comme les questions qu’on peut avoir à ré- 
soudre, peuvent conduire à des équations plus ou 
moins composées, on a partagé celles-ci en plu- 
sieurs classes ou degrés que l’on distingue par l’ex- 
posant de la quantité ou des quantités inconnues 
qui s’y trouvent : nous ferons connoître ces équa- 
tions à mesure que nous avancerons : celles dont 
nous allons nous occuper d’abord , sont les équa- 
tions du premier degré. On nomme ainsi les équa- 
tions dans lesquelles les inconnues ne sont mul- 
tipliées ni par elles-mêmes , ni entr’elles. ^ 

Des Équations du premier degré , à 
une seule inconnue. 

5i. Résoudre une équation , c’est la réduire à 
une autre , dans laquelle l’inconnù.c , ou la lettre 
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qui la représente, se trouve seule dans un membre, 
et où il n’y ait plus que des quantités connues 

dans l’autre membre. 

Les règles'pour résoudre les équations dont il 
s’agit ici, c’est-à-dire , pour les réduire à avoir 
l’inconnue seule dans un membre , se réduisent à 
trois qui sont relatives aux trois différentes ma- 
nières dont l’inconnue peut se trouver mêlée ou 
engagée avec des quantités connues. 

Dorénavant nous représenterons les quantités 
inconnues par quelques - unes des dernièrés 
lettres x, y, 1 de l’alphabet, pour les distinguer des 
quantités connues que nous représenterons , ou 
par des nombres, ou par les premières lettres de 
l’alphabet. 

52 . L’inconnue peut se trouver mêlée avec des 
quantités connues , en trois manières; i°. par addi- 
tion ou soustraction , comme dans l’équation x-f - 3 
= 5 — x. 2°. Par addition , soustraction et 
multiplication, comme dans l'équation 4.x — 6 
= a x -f- 16. 3 °. Enfin par addition , soustrac- 
tion, multiplication et division , comme dans l’é- 
quation -t x — 4 = |x + 17, ou par ces deux 
dernières opérations seulement, ou par la dernière 
seulement. 

Voici les régies qu’il faut suivre pour dégager 
l’inconnue dans ccs différons cas. 

C 4 
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53 . Pour faire passer un terme quelconque d’une 
équation , d'un membre de cette équation dans l'autre ; 
il faut effacer ce terme , et l'écrire dans F autre membre 
avec un signe contraire à celui qu'il a dans le membre 
où il est. Sur quoi il faut se rappeler qu’un terme 
qui n’a pas de signe , est censé avoir le signe + . 

Par exemple , dans l'équation 4x -f- 3 = 3 x -p 12, 
si je veux faire passer le terme -p 3 dans le second membre , 
j’écris 4x=3x-J-i2 — 3 , où l’on voit que le 1 terme 3 
n’est plus dans le premier membre ; mais il est dans le 
second avec le signe — , contraire au signe -p qu’il avoit 
dans le premier. 

Cette équation réduite , revient à 4x = 3 x -p 9 ; si 
l’on veut maintenant faire passer le terme 3 x, dans le 
premier membre , on écrira 4x — 3 x = 9 , qui en rédui- 
sant , devient x = 9. 

Pareillement , si dans l’équation 5 x — 7 = 21 — 4*, 
je veux faire passer le terme — 7 dans le second membre , 
j’écrirai 5 * = SI — 4 x -f- 7, qui se réduit à 
5 x = 2S — 4 x ; si je veux ensuite faire passer — 4-x , 
j’écrirai 5x-p4x=28, ou, en réduisant, gx = 28. 
Nous verrons dans quelques momeus , comment s'achève 
la résolution de cette équation. 

La raison de cette règle est bien facile à saisir. 
Puisque 'les quantités qui composent le premier 
membre , sont , ensemble, égales à la totalité de 
celles qui composent le second ; il estévidentqu’on 
«e trouble point cette égalité, si ayant ajouté ou 
ôté à l’un des membres un terme quelconque , on 
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ajoote ou l’on ôte à l’autre, ce même terme : or , 
lorsqu’on efface un terme qui a le signe +» c’est 
diminuer le membre on il se trouve ; il faut donc 
diminuer l’autre de pareille quantité , c’est-à-dire, 
y écrire ce terme avec le signe — . Au contraire , 
lorsqu’on efface un terme qui a le signe — , il est 
évident qu’on augmente le membre où il se trouve, 
il faut donc augmenter l’autre de pareille quantité, 
c’est-à-dire , y écrire ce terme avec le signe + . 

54. On voit donc que par cette règle on peut 
faire passer à la fois, dans un même membre , tous 
les termes affectés de l’inconnue , et toutes les 
quantités connues dans l’autre. 

C’est ainsi que de l'équation 7* — 8=14 — 4x, on 
conclud 7 x -J- 4 x = 14 -f- 8 , ou 1 1 x = 22. Pareillement 
l'équation ax-j-ic — ex = ac — bx , devient ax • — ex 

i x = a c — if. 

t •* 

55 . Il peut arriver , par cette transposition , que 
ce qui reste desx, après la réduction, se trouve 
avoir le signe — ; par exemple, si l’on avoit 
Sx — 8 == 4 x — 1 2 ; en passant tous les x 
dans le premier membre , on auroit 3 x — 4 x 
= — 12-P8, qui se réduit à — x = — 4 ; 
alors , il n’y a qu’à changer les signes de l’un et 
de l’autre membre, ce qtii , dans le cas présent , 
donne + x = + 4 ou x = 4. En effet , on 
étoit également maître de transposer les x dans 
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le second membre , ce qui auroit donné — 8 + i u 
= 4 x — 3 x, qui se réduit à 4 = x, qui est la 
même chose que x = 4. 

56. Lorsqu’on a passé dans un membre , tous 
les termes affectés de l’inconnue, et toutes les 
quantités connues dans l’autre membre; s’il n’y a 
point de fractions dans l’équation , il ne s’agit ' 
plus que d’exécuter la règle suivante , pour avoir 
la valeur de l’inconnue. Écrivez l'inconnue seule 
dans un membre , et donnez pour diviseur au second 
membre, la quantité qui multipliait Cinconnue dan* 
le premier . 

Par exemple, dans l’équation 7 x — 8=14 — 4* que 
nous avons traitée ci-dessus , nous avons eu par la trans- 
position , et la réduction , n x — 22 ; pour avoir x , je 
n’ai autre chose à faire qu’à écrire x~ — , qui se réduit 
à x = 2 ; c’est-à-dire, écrire x seul dans le premier membre 
et faire servir son multiplicateur 11 , de diviseur au second 
membre 29. En effet, lorsqu’au lieu de II x , j’écris seu- 
lement x , je n’écris que la onzième partie du premier 
membre ; il faut donc , pour conserver l’égalité , n’écrire 
que la onzième partie du second membre , c’est-à-dire » 
diviser le second membre par il. 

Pareillement , si l’on proposoit l’équation 12 x — l5 
= 4X 25 ; après avoir (54) passé tous les x d’un 
côté, et les quantités connues de l’autre , on aura 12 x 
— 4 x = 25 -(- i5 , ou , en réduisant , 8 x = 40 ; main- 
tenant pour avoir x j’écris x = ^ , qui se réduit à x r= 5. 

- Car lorsqu’au lieu de 8 x j’écris x seulement , je n’écri* 

* 

R ’ ». i % 
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que la huitième partie du premier membre ; je dois donc , 
pour maintenir l’égalité , n’écrire que la huitième partie 
du second membre , c’est-à-dire , n’écrire que 

Si les quantités connues qui multiplient x , an 
lieu d’être des nombres , étoient représentées par 
des lettres, la règle ne serait pas différente pour 
cela. 

Ainsi dans l’équation axz=bc , il n’y a autre chose 
à faire , pour avoir x , que d’écrire x = — — • 

Si après la transposition faite , il y a plusieurs 
termes affectés de l’inconnue , la règle est encore 
la meme. 

Ainsi, dans l’équation ax-pic — tx = «c — bx , 
que nous avons eue ci-dessus , on a , après la transpo- 
sition , a x — rx -f 6 x = «c — bc ; pour avoir x , il ne 

... ,, , . a c — b c , 

s agit plus que décrire x = — — — ; c est -à -dire, 

écrire x seul dans un membre , et donner pour diviseur 

au second, la quantité qui multiplioit x dans le premier, 

laquelle est ici a-c+è, puisque la quantité ax-cx + bx 

est x multiplié par la totalité des trois quantités a — c b. 

Pareillement, l'équation ax = 4 c — 2 x, donne, par 

la transposition , ax + 2x = èc; et en appliquant la 

» ,, . b c 

re^Ie actuelle , ou la division , on aura x z=z De 

0 a -f 2 

même l’équation x — ai = ic — ax , donne , par la Irans- 

• • . , 1 , > be\ab 

position, x-|-ax=iic-t-aé,et par conséquent x = -y-^— ; 

car il ne faut pas oublier ici que le multiplicateur de r\ 
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dans le premier terme de * -f- ax, est l ; en sorte qud 
dans * -{- ax , x est multiplie par l -f- a ; en effet, dans 
* ~j - ax , x se trouve une fois de plus que dans ax. 

5 -]. Pour changer une équation dans laquelle 
il y a des dénominateurs , en un autre dans laquelle 
il n’y en ait plus , il faut multiplier chaque terme 
qui n a pas de dénominateur , par le produit de tous 
les dénominateurs ; et multiplier le numérateur de 
chaque fraction , par le produit des dénominateurs 
des autres fractions seulement. 

Par exemple , si j’avois l'équation (• 4 = - f — 

3 

5 j 

-f- iî — • ; je multiplierois le numérateur Sx de Ta 

2 T 

fraction — - — , par 35 , produit des deux dénominateurs 

5 et 7 , ce qui me donneroit 70 x. Je multiplierois le 
terme 4, qui n’a point de dénominateur, par io 5 , pro- 
duit des trois dénominateurs 3 , 5 , 7 r ce qui me don- 
neroit 430. Je multiplierois le numérateur 4X de la frac- 
tion ■ , par si , produit des deux dénominateurs 3 et 7, 
et j'aurois 84 x. Je multiplierois 12, qui n’a pas de dé- 
nominateur , par le produit io 5 des trois dénominateurs , 

et j’aurois 1360. Enfin je multiplierois le numérateur 5 x 
5 x 

de la fraction — - — , par l 5 , produit des deux autres 
dénominateurs , ce qui me donne 75 x ; en sorte que 
Féqualion proposée , est changée en celle-ci , 70X 420 

= 84 x -j- 1260 — 75 x , dans laquelle , pour avoir x, 
.il ne s’agit plus que d’appliquer les deux règles précé- 
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«lentes. Par la première ( 53 ) on changera cette équation 
en 70* — 84 x + 75 x = 1 s6o — 420 ; ou , en rédui- 
sant , 61 x s= 840 ; et par la seconde ( 56 } , x = ^° - > 
qui en faisant la division , se réduit à x = l 3 

1 6 T 


La raison de cette règle est facile à apercevoir, 
si l’on se rappelle ce qui a été' dit en Arithmétique 
pour réduire plusieurs fractions au même déno- 
minateur. En effet , si dans l’équation proposée 

2 r 4 x 5 x , . » 

— - -f 4 = h 12 — i on vouloit re- 

duire au même dénominateur , les trois fractions 


, -Ü-> il faudroit multiplier leurs nu- 

mérateurs , par les mêmes nombres par lesquels 
notre règle actuelle prescrit de les multiplier , et 
donneràces nouveaux numérateurs, pour dénomi- 
nateur commun , le produit de tous les dénomina- 
teurs; en sorte que l’équation proposée seroitchan- 

, 70 x . 84* 75 * 

gee en cette autre ^ + 4 = -^5- + l2 ~ 
qui estlamême dans le fond, puisque les nouvelles 
fractions sont les mêmes que les premières. Or, si 
nous voulons aussi réduire les entiers en frac- 


tion , il faut multiplier ces entiers par le dénomma? 
tenr delà fraction qui les accompagne, c’est-à-dire, 
ici par io 5 qui a été formé du produit de tous les 
dénominateurs qui se trouvent dans l’équation ; 

alors on aura — — — = — — ; mats 
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il est évident qu’on peut , sans troubler l’égalité , 
supprimer de part et d’autre le dénominateur com- 
mun, puisque si ces deux quantités sont égales 
étant divisées par un même nombre , elles doivent 
l’être aussi sans cette division ; on a donc alors 
70 x ■+• 420 = 84 x + 1 260 — 75 x , comme ci- 
dessus. 

58 . Si les difFérens termes qui composent l’é- 
quation , sont tous des quantités littérales , la règle 
ne sera pas, pour cela différent?. Il faut seulement 
observer les règles de la multiplication des quanti- 
tés littérales. 


..., „ , . a x , , e x , a l 

Ainsi dans l équation — r— -4- b =: — f- , je 

b a c J . 

multiplie le numérateur a x par le produit c d des deux 
autres dénominateurs, ce qui donne acdx. Je multiplie 
le terme -|- b, par le produit bed de tous les dénomi- 
nateurs, et j’ai b* c d. Je multiplie ex par bc , et j’ai 
b c % x ; enfin je multiplie a b par bd, et j’ai a b* d ; en 
sorte que l’équation devient ac dx b 1 c d=.b c* x ab* d , 
laquelle , par transposition , donne ac dx — b'c* x = ab 1 d 

d — b‘od 
acd — b c % 


cd , et par division ( 56 ) , x = 


5 g: Lorsque les dénominateurs sont complexes, 
on peut , pour soulager l’esprit , commencer par 
indiquer seulement les opérations , pour les exé- 

1 

cuter ensuite ; ce qui est plus facile en les voyant 
ainsi indiquées. 
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Par exemple, si i’avois — Ab— — — — 3 i’é- 
V J a — b ^ ^ 3« + i J 

crirois ax X (3 a -pi) + 4 4 X (a — i) X (3 a -}- l) 

= cxX( a — b); alors faisant les opérations indiquées, 

j’aurois 3 a a x -f- aix 12 a‘b — 8 a i a — 4 i 3 r= a c x 

— bcx; transposant, 3a“* abx — acx -f- bcx = 

4 b 3 -j- 8 ai 1 - — I 2 a a i; et enfin, en divisant (56) * 

4A 3 + 8 a b 2 — 13 a*b 

3 a* + a b — oc + ic 

Application des principes précédens 
à la résolution de quelques ques- 
tions simples. 

60. Quoique nous nous soyons proposés de ne 
traiter , avec quelque détail , des usages de l’Al- 
gèbre, que dans la seconde section , nous croyons 
néanmoins à propos de préparer à ces usages , en 
appliquant dès-à-présent les principes précédens , 
à quelques questions assez faciles. Cela nous don- 
nera lieu , d’ailleurs , de faire quelques remarques 
utiles pour la suite. 

Les règles que nous venons de donner , sont 
suffisantes pour résoudre toute question du premier 
degré, lorsqu’une fois elle est exprimée par une 
équation. Pour mettre une question en équation, 
on peut faire usage de la règle suivante : Repré- 
sentez la quantité ou les quantités cherchées , chacune 
par une lettre ; et ayant examiné avec attention , tétai 
de la question , faites , à l'aide des signes algébriques , 


s 
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sur ces quantités et sur les quantités connues , les 
mêmes opérations et les mêmes raisonnemens que vous 
feriez , si connaissant les valeurs des inconnues , vous 
vouliez les vérifier. 

\ 

Cette règle est générale , et conduira toujours à 
trouver les équations que la question peut fournir. 
Mais il est bon d’en diriger l’application par quel- 
ques exemples. 

Question première. Deux mortiers ont tiré Iqo bombes: le 
premier en a tiré 40 plus que Vautre : combien chacun en 
a-t-il tiré ? 

t 

Avec une attention médiocre , on voit que la question 
se réduit à celle-ci : Trouver deux quantités qui réunies 
fassent 100 , et dont l’une surpasse l’autre de 40. Or, il est 
facile de voir que dès que l’une de ces quantités sera connue, 
la seconde le sera aussi , puisque , si la plus grande , par 
exemple , étoit connue , il ne s’agiroit que d’en ôter 40 
pour avoir la plus petite. 

Je représente donc la plus grande par x. 

Maintenant, si connoissant la valeur de x , je voulois 
la vérifier, j’en retrancherois 40 pour avoir le' plus petit 
nombre; je réunirois ensuite le plus grand et le plus petit, 
pour voir s’ils composent 100. Imitons donc ce procédé. 

Le plus grand nombre est. x 

Le plus petit sera donc x — 40 

Ces deux nombres réunis font g x — 40 

Or, par les conditions de la question, 
ils doivent faire 100 . 

Donc S x — 40 = 1 00. 

U 
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II ne s’agit plus , pour avoir* , que d’appliquer les rè- 
gles données ( 53 ) et ( 56 ). La première donne 2x = loo + 40 

ou 2* = 140 ; et la seconde x = = 70; ayant trouvé 

le plus grand nombre x , j’en retranche 40 pour avoir lé 
plus petit, et j’ai 3o pour celui-ci. Ainsi les deux nombres 
demandés sont 70 et 3 d. 

En réfléchissant sur la manière dont nous nous sommés 
tonduits pour résoudre cette question , on peut voir que 
les raisonnemens que nous avons employés , ne sont point 
dépendans des valeurs particulières des nombres 100 et 
40 qui entrent dans cette question ; et que si , au lieu 
d * ces nombres ; on en eût proposé d’autres , il eût fallu 
se conduire de même. Ainsi si l’on proposoit la question 
de cette manière générale : Deux nombres réunis font une 
somme connue et représentée par a ; ces deux nombres diffèrent 
entr'eux d'un nombre connu représenté par b : comment trou- 
iièrois-jé cci deux nombres ? 


Ayant représenté le plus grand par ; . ; . x. 

Le plus petit sera donc . ; : . x — 5 ; 

Ces deux nombres réunis font 2 x — b. 


Or selon la question , ils doivent composer le nombre a ; 
11 faut donc que 2 x — b = a. 

Transposant ,ona2x = a-l-i,et divisant , * — - 
a h 

OU x = 

2 2 

C’est-â-diTé , que pour avoir le pins grand, il faut 
prendre la moitié de a , et y ajouter la moitié de b; cè 
qui m’apprend que , lorsque je connoîtrai la somme à 
de deux nombres inconnus et leur différence b , j’aurai 
lé plus grand de ces deux nombres inconnus , en prenant 

Algcbrci Û 
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la moitié de la somme , et y ajoutant la moitié de la dif- 
férence. 

Puisque le plus petit des deux nombres est x — b , il sera 

donc — 4 - — b , ou , en réduisant tout en une 

a a 


seule fraction , il sera 


a -t-A — a b 


e’est-à-dire 


— ; donc pour avoir le plus petit , il faut ôter 

]a moitié de b , de la moitié de a ; c'est - à - dire , re- 
trancher la moitié de la différence , de la moitié de la 
somme. 


On voit par-là , comment en représentant d’une ma- 
nière générale, c’est-à-dire, par des lettres, les quantités 
connues qui entrent dans les questions , on parvient à 
trouver des règles générales pour la résolution de toutes 
les questions de meme espèce. 

Souvent des questions paroissent différentes au premier 
cpup-d’ceil , et cependant , après un léger examen , on 
trouve qu’elles ne diffèrent que par l’énoncé. Par exemple, 
si on proposoit cette question ; 

Partager un nombre connu et représenté par a , en Jeu» 
parties , dont l'une soit moindre eu plus grande que F autre , 
d'une quantité connue et représentée par b. Il est facile de 
voir que cette question revient au même que la précé- 
dente. 


Question seconde : On veut distribuer qio canonniers 
dans trois places de guerre , et en mettre dans la plus grande 
So de plus que dans la plus petite , et 40 de plus dans la 
moyenne que dans la plus petite ? combien doit-on mettre dans 
chaque place ? 

Si l’on me disoit quel est le plus petit nombre , pour 
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If vérifier , j'y ajouterois 40 d’une part , ce qui me don- 
ncroit le second , et 80 d’une autre part , ce qui don- 
nèrent le plus grand ; alors réunissant ces trois nombres, 
il faudroit que leur somme formât 720. 

Nommons donc ce plus petit nombre x ; et en pro- 


cédant de la même mauière , nous dirons : 

Le plus petit nombre est ........ x 

Donc le moyen est . * -j_ 40 

Et le plus grand x 80 

Or ces trois nombres réunis font . , . . 3 * -(- 120 ; 
D’ailleurs la question exige qu’ils fassent 720. 

Il faut donc que 3 x -(- 120 = 720. 

Appliquant les règles ci - dessus , on aura 3 x — 72O 
— 120 ou 3 x = 600 , et par conséquent x — 200 ; donc 


le second nombre est 240 ; et le plus grand 280 ; ces 
trois nombres réunis font en effet 720. 

Il est encore évident , dans cet exemple , que quand 
les nombres proposés , au lieu d’être 720 , 40 et 80, 
eussent été différent , la question auroit toujours pu se 
résoudre de la même manière ; ainsi pour résoudre toutes 
les questions dans lesquelles il s’agit de partager un nombre 
connu a en trois parties , telles que l’excès de la plus 
grande sur la plus petite , soit un nombre connu et re- 
présenté par b , et que l’excès de la moyenne sur la plus 
petite soit c ; en raisonnant de même , on dira 1 

Représentons la plus petite , par . . . x 


La moyenne sera . < . x-f-C 

Et la plus grande ........... >: -j- b 

Ces trois parts réunies , font . .... 3 x -f- i c 

Or elles doivent faire ........... a 

Il faut donc que 3 # + i-j»*î=:a; 

D a 
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Donc transposant, 3 x = a — b — c, et divisant, 

a — b — c 

3 

C’est-à-dire , que ponr avoir la pins petite , il faut re- 
trancher du nombre qu’il s’agit de partager , les deux 
excès 1 , et prendre le tiers du reste : alors les deux autres 
sont faciles à trouver. Ainsi si l’on demande de partager 
642 en trois parties , dont la moyenne surpasse la plus 
petite de 7 5 , et dont la plus grande surpasse la plus 
petite de 87 i j’ajouteiois les deux différences 75 et 87 , 
ce qui me donneroit 162 î retranchant 162 de 642 , il 
reste 480 , dont le tiers 160 est la plus petite part. Les 
deux autres sont donc 160 -j- -]b ou 235 , et 160 + 87 
ou 247. 

Au reste , les deux questions que nous venons de donner 
pour exemple , n’ont pas besoin du secours de l’Algèbre i 
mais leur simplicité est propre à faire voir clairement la 
manière dont on doit faire usage du principe que nous 
avons donné pour mettre une question en équation. 

Question troisième: Partager 14250 cartouches à fusil , 
à trois détachemens dont les forces sont entr elles comme les 
nombres 3 , 5 et il -, c'est-à-dire, dont le premier est au 
second ” 3 ; 5 , et dont le premier est au troisième " 3 ; 11. 

Si je eonnoissois Ce que doit avoir l’un des détache- 
mens , le premier , par exemple ; voici comment je véri- 
lierois ce nombre. 

Je chertherois , par une règle de trois , un nombre qui 
fût à ce premier “ 5 ; 3 ; ce seroit le second. Je cher- 
cherois , de même , un autre nombre qui fût à ce même 
premier ” 11 ; 3 ; ce seroit le troisième •, réunissant ces 
trois nombres, ils devroient former 14250. Imitons donc 
ce procédé. „ 
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Soit le premier nombre x. 

Pour trouver le second , je calcule le quatrième terme 
de cette proportion 3 ; 5 

Ce quatrième ternie sera donc'. . — 

Pour trouver le troisième nombre , je calcule le qua- 
trième terme de cette proportion 3 ; il “ * ; 

Ce quatrième terme ou le troisième nombre , sera 


Ces trois nombres réunis font x 4 - — — — ! , ou 

1 3 3 


Mais la question exige qu’ils fassent I 4 s 5 o ; il faqt 


donc que x 


= !4î5o. 


Pour avoir la valeur de x , je fais ($7) disparoitre le 
dénominateur 3 , et j’ai 3 x + 16 x = 42750 , ouigx-42750; 

donc ( 56 ) en divisant par 10, x = ■ *' ' = 225 o. La 

, . 5 J . 3 x aajo na 3 o 

seconde part qui est— — , sera donc — - — , ou ~ - — - , ou 

„ . , ... . iix iixnSo 947.30 

J730; et la troisième qui est — — , sera , on — j 

v 3 3 3 

ou 825 o ; ces trois parts réunies, forment en effet 14250 ; 

d’ailleurs les, trois nombres 225 o , 3 t 5 o , Si 5 o , sont 

entr’eux comme les trois nombres 3 , 5 et II , ce qu’il est 

facile de voir en divisant les trois premiers , par le même 

nombre 75 o , ce qui ne change point leur rapport. 

Si le nombre qu’on propose de partager , au lieu d’être 

1425o , ttoit tout autre ; s’il étoit en général représenté 

par a , et que les nombres proportionnels aux parties en 

lesquelles ou veut le partager, au lieu d’étre 3 , 5 , il, 

D 3 
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fussent en général trois nombres connus et représentes 
par les lettres m, n , p ; il est visible qu'il ne faudroit 
qu’imiter ce que nous venons de faire. 

Ainsi la première part étant représentée par . . . x. 
Pour avoir la seconde , je calculeras le quatrième 
terme de cette proportion m ; >t ” x ; 

Ce quatrième terme , ou la seconde part , seroit donc — • 

771 

Et pour avoir la troisième , je calculerois le qnatrième 
terme de cette proportion m ; p ;; x ; 


Ce quatrième terme , ou la troisième part, scroitdonc — . 

m 

Les trois parts réunies seroient donc * + — + — > 

m m 

ou x -1 — ■ ; or elles doivent faire » ; il faut donc 

m 

n x + p . t 

que x -| - — — a . 


Chassant le dénominateur, on a mx + + ^ » = m a , 

et par conséquent en divisant , * = — -, ce qui 

m -4“ ft p * 

nous donne lien de faire remarquer l’utilité de l’Algèbre , 
pour découvrir des règles de calcul. 

Si l’on vouloit calculer le quatrième terme d’une pro- 
portion dont les trois premiers seroient m + n + p • m y. a \ \ 
il est visible , par les principes de l’Arithmétique , que 

ce quatrième tetpie seroit ^ j et puisque nous 

m+n-(- p r * 

trouvons que x est exprimé par la même quantité , con- 
cluons-en que , pour avoir x , il faut calculer le quatrième 
terme d une proportion dont le premier est la somme des 
parties proportionnelles; le second, la première de ces 
parties ; et le troisième est le nombre même qu’il s’agit 
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<îe partager ; ce qui est précisément la règle que l’on donne 
en Arithmétique , pour ces sortes de questions. 

Question quatrième: Q n a j, t h partir de Landau , tin 
donvoi tT Artillerie pour le bas Rhin : ce convoi fait 4 lieues par 
jour. Un jour après, on en fait partir un autre de Strasbourg 
pour la même armée , et celui-ci fait 6 lieues par jour. On de- 
mande où il rencontrera le premier, sachant d'ailleurs qu'il y a 
18 lieues de Strasbourg à Landau. 

Si l’on me disoit combien le second convoi doit faire de 
lieues pour attraper le premier , je vérifierois ce nombre , 
en celte manière. Je chercherois combien le premier a dû 
faire de chemin pendant que le second a été en marche ; et 
comme fis en doivent faire , en même temps , à proportion 
de leur vitesse, c’est-à-dire, à proportion du nombre de 
lieues qu’ils font par jour; je trouverois combien le pre- 
mier a dû faire, en calculant le quatrième terme de cette 

proportion 6 est à 4 , comme le nombre de lieues 

faites par le second, est au nombre de lieues que le pre- 
mier aura faites dans le même temps. Ayant trouvé ce qua-> 
•trième terme , j’y ajouterois le nombre de lieues que le pre- 
mier convoi a dû faire pendant un jour qu’il avoit d’avance, 
et enfin les 18 lieues de Strasbourg à Landau, qu’il avoit 
aussi d’avance ; et le tout devroit former le nombre de lieues 
que le second a faites. Conduisons-nous donc de la même 
manière, en représentant par x, le nombre de lieues que 
fera le second convoi. 

Soit donc le nombre de lieues que fera le 2 <J . 


convoi - x. 

Dans le même temps , celui de Landau fera, j x on § x. % 

Et pendant un jour d’avance . 4* 

Et pour la distance de Strasbourg à Landau. 18. 

Or ces trois dernières quantités font. ... f * + S2* 


D 4 
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On a doue *x + sa pour le chemin qu’aura dû faire le 
second convoi, lorsqu’il attrapera le premier. Puis donc, 
qu’on a suppose qu’alors il auroit fait x de lieues , il faut 

que — s2 ~x; d’où par les règles précédentes, on 

ponclura x 66 ; c’est-à-dire, que les deux convois se 
rencontreront, lorsque le second convoi aura fait 66 lieues., 
pu qu'ils se rencontreront à 66 lieues de Strasbourg. 

Eu effet, pendant que le second fera 66 lieues, le pre- 
mier en fera 44 , puisqu’il fait 4 lieues pendant que le second 
pn fait 6 ; or il a 4 lieues d’avance , par*lcs 24 heures dont 
son départ précède celui du second , et il a de plus iS lieues 
d’avance , comme partant de Landau; il sera donc alors à 
f )6 lieues de Strasbourg, c’est-à-dire, au même endroit que 
le second. 

Avec un peu d’attention , on voit que quand on chan- 
geroit les nombres qui entrent dans cette question, la ma- 
nière de raisonner et d’opérer n’en seroit pas , pour cela, 
différente. Représentons donc, en général, para, l’inter- 
valle des deux lieues de départ, qui étoit 18 lieues dans la 
question précédente : représentons par b, le nombre de 
jours dont le départ du premier convoi précède celui du 
second; par c, le nombre de lieues que le premier fait par 
jour ; et par d, le nombre de liepes que fait le second par 
jour. 

Si nous représentons toujours par x le nombre de lieues 
que le second convoi doit faire pour rencontrer le premier, 
% sera encore composé de l’intervalle des deux lieux dp 
départ, du chemin que le premier peut faire pendant le 
pombre b de jours , et enfin du chemin que le premier ferq 
pendant tout le temps que le second sçra en marche, 

Pouf détefminep ce dernier chemin , j’observe que les 
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deux convois marchant alors pendant le même temps , 
doivent faire du chemin à proportion de leurs vitesses ; 
ainsi x étant le chemin que le second est supposé faire, 
j’aurai celui que fait le premier pendant ce temps , en cal- 
culant le quatrième terme d’une proportion qui commcn- 
ceroit par ces trois-ci , d ; c ” x ; ; ce quatrième terme 

sera donc , ou simplement Or, puisque ce pre- 
mier convoi est supposé faire le nombre c de lieues par 
jour, il a dû , dans le nombre b de jours , en faire b de fois 
autant, c’est-à-dire, 8 fois si b vaut 8 , 3 o fois si b vaut 
trente ; en général , il en doit faire autant qu'il y a d’unités 
dans c x b ou bc : il en a doue fait une quantité exprimée 
par b c, 

Réunissons donc maintenant le nombre de lieues — - 

# 

avec le nombre de lieues bc , et avec le nombre de lieues fl , 
et le tout -f- bc -}- a sera ce que le second a dû faire : 

or on a supposé que x étoit ce qu’il a dû faire ; donc x 

cx i , - .. bed -f! ad . , 

— — 1- bc -1- a. 1) ou 1 on tire x = ; — , qui donne 

d ' d — o 1 

la solution de tontes les questions de cette espèce , au moins 
fant qu’on suppose que les deux convois vont du même 
côté , et que le départ du convoi qui va le moins vite, pré- 
cède celui du second. 


Popr montrer l’usage de cette formule , reprenons 
l’exemple précédent, et rappelons-nous que, dans ce cas, 
fl représente 18 lieues; c’est-à-dire, a — l8 lie -, 4 = ii-, 
c — 4 lie , d — 6 lie -. Alors la valeur générale de x devient 

08 


1*4x6+18*6 , 24 -+• 

? ( = -e -, î e est-a-dirc , * = 

t> — 4 a 

Comme ci-dessus, 


: = 66 ; 
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Tel est donc l’usage de ces solutions générales, qu'en 
y substituant à la place des lettres , les nombies qu'elles 
sont destinées i représenter, et faisant les opérations que 
la disposition et les signes de ces lettres indiquent, on 
trouve la résolution de toutes les questions particulières de 
même espèce. 


Par exemple , si l’on proposoit cette autre question : 
L'aiguille des heures d'une montre répond à 17 minutes, et celle 
des minutes répond à 24 minutes, c'est-à-dire , qu'il est 3 1 *. 
84’ r on demande à quel nombre d'heures et de minutes ces deux 
aiguilles seront l'une sur l'autre. 


Puisque l'aiguille des heures et celle des minutes marchent 
en même temps , la quantité b , par laquelle nous avons 
représenté ce dont le départ d'un des convois précède celui 
du second , est ici zéro. L’intervalle des deux lieux de dé- 
part est ici le chemin que l'aiguille des minutes a à faire 
pour venir de la vingt-quatrième division du cadran, à la 
dix-septième, c'est-à-dire , que a — 53 divisions : or, pen- 
dant que l'aiguille des minutes parcourt les 60 divisions, 
celle des heures n’en parcourt que 5 ; on a donc c = 5 , 
d — 60 . Puisque b z= o, je rejette de la formule x = 

ad bed , - , 

— , le terme bed, ou b Xcd, parce que zera 

a — o 

multiplié par tout ce qu'on voudra , fait toujours zéro. 


j'aurai donc , pour le cas présent , * = 


a d 

d — e 


; et en subs- 


. . . . 53 x 60 

tituant pour a, d, c, leurs valeurs, x = -gj = 

3t8o .45 , q , , ... , , 

— — - — 07 =r 37 — , c est-a-dire , qu il faudra que 

55 55 n 1 

l'aiguille des minutes parcourre encore 5q divisions et ; 
ainsi , puisqu’elle répondoit à la vingt-quatrième division, 
elle répondra à 81 divisions et -fc-, ou, puisque 60 division» 


x 
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font un tour , les deux aiguilles seront l’une sur l’autre 4 
Si' ■£■ de l’heure suivante , c’est-à-dire , 4 h ' ai' -fj-. 

L’avantage des solutions littérales sur les solutions nu- 
mériques, 'ne consiste pas seulement en ce que, pour 
chaque question particulière , il ne s'agit plus que de 
substituer des nombres : souvent , par une certaine pré- 
paration , on rend ces solutions susceptibles d’un énoncé 
simple et facile à retenir. Par exemple , la formule , I 

a d b c d , , 

x = - que nous venons de trouver , est dans 

d — c 1 

ce cas : la quantité d étant facteur commun des deux termes 
du numérateur, on peut écrire la valeur de x en cette 

(o -f- b c) x d - 

manière, x = ; ; or, sous cette forme, on 

d — o 

peut reconnoitre que la valeur de x est le quatrième terme 
d’une proportion dont les trois premiers seroient d — c ", 
i " « St mais, de ces trois termes , le premier, 
d — e, marque la différence des vitesses des deux con. 
vois; le second, d , marque la vitesse du second convoi; 
et le troisième a -f- bc, est composé de l’intervalle a des 
de* lieues de départ , et de la quantité b c ou c X b , qui 
exprime combien le premier convoi fait de lieues pendant 
le nombre de jours qu’il a d’avance ; en suite que a -f- bc, 
marque toute l’avance que le premier a sur le second ; 
la résolution de la question peut donc se réduire à cet 
énoncé: Multipliez U chemin que le premier fait par jour, 
par le nombre de jours qu'il a d'avance , et l'ayant ajouté à Pin- 
tervalle des deux lieux de départ , faites celte règle de trois. . . . 

La différence des vitesses des denx convois , est à la vitesse 
du second, comme la somme des denx nombres que vous 
venez d’ajouter , est à un quatrième terme ; ce sera le nom- 
bre de lieues que le second convoi doit faire pour rencon- 
trer le premier. Ainsi dans le premier exemple ci-dessus ( 
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le premier convoi ayant un jour d’avance , et faisant 4 lieue* 
par jour , on a 4 lieues à ajouter À r8 lieues , intervalle de* 
deux lieues.de départ, ce qui donne 22. Je calcule donc te 
quatrième terme de cette proportion 6 — 4 1 6 22 ; , 

ou i : 3 ;; 22 ; ; ce quatrième terme est 66 , comme 
ci-dessus. 

Réflexions 1 ' sur les quantités positives 
et les quantités négatives. 

61. Lorsqu’on a ainsi résolu , d’une manière 
générale, toutes les questions d’une même espèce, 
on peut souvent faire usage de ces formules gé- 
nérales , pour la résolution d’autres questions 
dont les conditions seroient toutes opposées à 
•celles qu’on a eu en vue de remplir : un simple 
changement de + en — , ou de — en + dans 
les signes des quantités , suffit souvent. Mais 
avant de faire connoîtrc ce nouvel usage des signes, 
il faut les considérer sous un nouvel aspect. 

Les lettres ne représentent que la valeur absolue 
des quantités. Les signes et — n’ont représenté 
jusqu’ici que les opérations de l’addition et de la 
soustraction ; mais ils peuvent aussi représenter, 
dans plusieurs cas , la manière d’être des quan- 
tités les unes à l’égard des autres. 

Une même quantité peut être considérée sous 
deux points de vue opposés , ou comme capable 
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d'augmenter une quantité , ou comme capable 
de la diminuer. Tant qu’on ne représentera cette 
quantité que par une lettre ou par un nombre , 
rien ne désignera quel est celui des deux aspects 
sous lequel on la considère. Par exemple , dans 
l’état d’un homme qui auroit autant de bien que 
de dettes , le même nombre peut servir à expri- 
mer la quantité numérique des unes et des autres; 
mais ce nombre , tel qu’il soit , ne feroil point 
connoître la différence des unes aux autres. Le 
moyen le plus naturel de faire sentir cette diffé- 
rence , c’est de les désigner par un signe qui 
indique l’effet qu’elles peuvent avoir l’une sur 
l’autre : or l’effet des dettes étant de retrancher 
sur les possessions , il est naturel de désigner 
celles-là , en leur appliquant le signe — . 

Pareillement si l’on regarde une ligne droite 
ijî§' 1 ) comme engendrée par le mouvement 
d’un point A , mu perpendiculairement à la 
ligne B C , on voit que ce point pouvant aller , 
ou de A vers D , ou de A vers E , si l’on repré- 
sente par a le chemin AD ou AE qu’il a fait, 
on ne détermine pas encore absolument la situa- 
tion de ce point. Le moyen de la Gxcr, est d'in- 
diquer , par quelque signe , si la quantité a doit 
être considérée à droite ou à gauche : or les 
signes -f- et — sont propres à cet effet ; car si 
l'on estime le mouvement du point A , à l’égard 


62 


C 0 V R S 


d’un point L connu et regardé comme terme fixe ; 
lorsque le point A se meut vers D , ce qu’il décrit 
tend à augmenter L A ; et lorsqu’il se meut vers 
E , ce qu’il décrit tend au contraire à diminuer 
LA; il est donc naturel de représenter A D 
par -}- a , ou simplement par a , et au contraire , 
de représenter A E par — a. Ce seroit tout le 
contraire , si au lieu de rapporter le mouvement 
du point A au point L , on l’avoit rapporté au 
point 0. 

Les quantités négatives ont donc une existence 
aussi réelle que les positives , e; clics n'cn diffèrent 
qu’en ce qu’elles ont une acception toute con- 
traire , dans le calcul. 

Les quantités positives et les quantités néga- 
tives peuvent se trouver et se trouvent souvent 
mêlées ensemble dans un calcul , non-seulement 
parce que certaines opérations ont conduit , 
comme nous l’avons vu jusqu’ici , à retrancher 
certaines quantités d’autres quantités ; mais en- 
core , parce que l’on a souvent besoin d’expri- 
mer dans le calcul , les differens aspects sous 
lesquels on considère les quantités. 

Au reste , quel que soit celui de ces deux aspects 
sous lequel on se représente les quantités né- 
gatives , les règles que nous avons données pour 
les differentes opérations sur les quantités , ne 
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sont pas moins toujours les mêmes ; c’est ce 
que l’on verra encore plus clairement , par les 
réflexions suivantes. 

62. Si donc après avoir résolu une question, 
il arrivoit que la valeur de l’inconnue trouvée 
par les méthodes ci-dessus , fût négative ; par 
exemple , si l’on arrivoit à un résultat tel que 
celui-ci , x = — 3 , il faudroit en conclure que 
la quantité qu’on a désignée par x , n’a point 
les propriétés qu’oft lui a supposées en faisant le 
calcul , mais des propriétés toutes contraires. Par 
exemple , si l’on proposoit cette question : Trou- 
ver un nombre qui étant ajouté à i 5 donne 10 ; 
cette question est évidemment impossible. Si l’on 
représente le nombre cherché par x , on aura cette 
équation x + 1 5 = 1 0 , et par conséquent , en 
vertu des règles ci-dessus , x = 10 — t 5 ou 
x = — 5 . Cette dernière conclusion me fait donc 
voir que x que j’avois considéré comme devant 
être ajouté à i 5 pour former 10 , en doit au 
contraire être retranché. Ainsi toute solution né- 
gative indique quelque fausse supposition dans 
l’énoncé de la question ; mais en même temps 
elle en indique la correction , en ce qu elle marque 
que la quantité cherchée doit être prise dans un 
sens tout opposé à celui dans lequel elle a été 
prise. 
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63 . Cohclaons donc de-là , que si après avoir 
résolu une question dans laquelle quelques-unes 
des quantités étoient prises dans un certain sens j 
si , dis-je , on veut résoudre cette même ques- 
tion en prenant .ces mêmes quantités dans un 
sens tout opposé , il suffira de changer les signes 
qu’ônt actuellement ces quantités. Par exemple , 
dans la question quatrième , résolue généralement 
pour le cas où les deux convois alloient vers un 
même côté , si je veux avoir la résolution de 
toutes les questions qu’on peut proposer dans 
le cas où ils viennent au-devant l’un de l’autre y. 
j’y satisferai , en changeant , dans la valeur de 

» ad + bed , 

x que nous avons trouvée x = — — , le 

signe de c. En effet , puisque le premier convoi 
vient au-devant du second , au lieu de s’en éloi- 
gner , il diminue le chemin que celui-ci doit 
faire ; il le diminue à raison du chemin c qu’il 
fait par heure; il faut donc exprimer que cy 
au lieu d’ajouter , retranche ; il faut donc , au 
lieu de + c , mettre — c. Ge changement don- 
nera x = d ^\- d - > car en changeant le signe 

de c , dans le terme -j- bed y qui n’est autre 
chose que + bd X + c , il faudroit écrire 
-p bd X — c, qui (24) revient à — bed. Car 
le signe — de la quantité c , indique , suivant 
l’idée que nous venons d’en donner , que c doit- 

être 
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être employé à des usages contraires à ceux qu’il 
auroit s’il avoit le signe -f ; or dans ce dernier 
cas, c serait employé à marquer combien de fois 
on doit ajouter bd ; il marque donc ici combien 
de fois on doit le retrancher , en sorte que le 
produit est — b c d. En général , des que les 
quantités négatives ont essentiellement une accep- 
tion toute contraire à celles qu’elles auraient étant 
positives , et que cette diversité d’acception est 
indiquée par les signes de deux opérations con- 
traires , il faut nécessairement que ce qui est addi- 
tion pour les unes , soit soustraction pour les 
autres , et vice versa ; en sorte que , si b retran- 
ché de a , donne a — b ; — b retranché de a , 
donne nécessairement a + b. D'où l’on voit que 
si on interprète le tout, conformément à l’idée 
qu’on doit attacher aux quantités négatives , ces 
deux opérations se changent l’une en l’autre , 
lorsqu’on passe des quantités positives aux né- 
gatives, et vice versa; et ne conservent, à pro- 
prement parler , que le nom ; ensorte que ce 
n’est que par une espèce d’analogie que l’on dit 
qu’on retranche — b dt a. 

Confirmons , par un exemple , ce que nous venons de 
dire sur l’usage des changemens de signes , pour résoudre 
les questions dont les conditions sont contraires. Sup- 
posons deux courriers venant en sens contraire , et partis 
de deux endroits éloignés de ioo lieues. Le premier part 

Algèbre . E 
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sept heures avant le second , et fait 2 lieues par heure ( 
le second en fait 3 par heure. En nommant x le che- 
min que fera celui-ci jusqu’à la rencontre , je vois que x 
sera égal à la différence entre la distance totale et le che- 
min qu’aura fait le premier courrier : or le chemin qu aura 
fait celui-ci , est composé du chemin qu’il peut faire pen- 
dant sept heures , et du chemin qu’il fera pendant que 
le second sera en marche : à l’égard de ce dernier che- 
min , on le déterminera en calculant le quatrième terme 
de cette proportion 3 : 2 T. x ; ; ce quatrième terme 

jcra • et puisque le chemin que fait le premier 

3 

courrier pendant les sept heures qu’il a d’avance doit 
être de 14 lieues , à raison de 2 lieues par heure , il 

aura donc fait en tout 14 + “ ï donc il ne reste * 

. , 2 æ 

faire pour le second courrier, que la quantité 100- 14--J- 
ou 86 — f x ; il faut donc que x = 86 — J x 1 
équation d’où l’on tire x = = 5l Or si l’on 

substitue dans la formule x = ~ d +— <l ue nou5 P rc ' 

tendons convenir à ce cas ; si l’on substitue , dis-je , 
100 pour « , 7 P» ur b . 3 pour d, et 2 pour c , on aura 
pareillement x = 5l J. 

A mesure que nous avancerons , nous aurons soin de 
fixer de plus en plus l’idée qu’on doit se faire des quantités 
-négatives. 


64. Comme il importe beaucoup d’acquérir 
la facilité de mettre en équation , nous joignons 
ici quelques questions simples , pour exercer les 
commençans , nous contentant d’en donner le 
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résultat pour servir à confirmer leurs essais. Après 
avoir résolu ces questions en nombres , ainsi 
qu’elles sont proposées , on fera très - bien de 
s’exercer à les résoudre , en substituant des lettres 
aux nombres : c’est en imitant ainsi les solutions 
particulières , que l’on acquiert la facilité de gé~ 
néraliser et d’étendre' ses idées. 

Trouver un nombre qui étant successivement ajouté à 5 et 
à 12 , donne deux sommes qui soient Pu ne à Pautre , comme 
3 est à 4 Réponse 16. 

Trouver un nombre dont la moitié , le tiers et les ^ réunis , 
surpassent ce nombre de "J Réponse 3 o. 

On emploie trois ouvriers , dont le premier fait 5 toises 
d'ouvrage par jour , le second 7 , et le troisième 8 : on de- 
mande en quel temps ces trois ouvriers travaillant ensemble , 
feront 100 toises Réponse 5 jours. 

On a loué un ouvrier paresseux , à raison de 34 sous pour 
chaque jour qu'il travaillerait ; mais à condition de lui retenir , 
sur ce qui lui serait dû , 6 sous pour chaque jour qu'il ne tra. 
vailleroit pas. On lui fait son compte au bout de 3 o jours , 
et il se trouve qu'il n’a rien à recevoir : ou demande combien 
de jours il a travaillé Réponse 6 jours. 

Un Entrepreneur achette des bois qu'il vend ensuite i 5 oo 1r 
de plus qu'il ne les a achetés. A ce marché il se trouve gagner 

10 pour cent du prix qu’il les vend ; on demande combien 

11 les avait achetés Réponse i 35 oo livres. 

On a payé une certaine somme en quinze payemens qui ont 
iti etc augmentant toujours de la même quantité ; le premier 

E 2 
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payement a été de 7 livres , le dernier de 37 livres : on de- 
mande de combien chaque payement augmentoit 

Réponse 2 ÿ. 

On a une composition d' artifice , qui sur 8 livres de sal- 
pêtre , contient une livre de soufre ; on demande combien H 
faudrait y ajouter de salpêtre pour que sur g livres du mé- 
lange , il ny eût plus que 4 onces de soufre. ....... 

Réponse 27 livres. 


Des Équations du premier degré , à 
plusieurs inconnues. 

65. Soit qu’il y ait plusieurs inconnues , soit 
qu'il n’y en ait qu’une , la méthode qu’on doit 
suivre , pour mettre en équation est toujours la 
même. Mais , en général , il faut former autant 
d’équations que peuvent en donner les condi- 
tions de la question. Si ces conditions sont toutes 
distinctes et indépendantes les unes des autres ; 
et si , en même-temps , chacune peut être ex- 
primée par une équation , la question ne peut 
avoir plus d’une solution , lorsque toutes ces 
équations sont du premier degré , et qu’en même- 
temps il y en a autant que d’inconnues. Mais 
si quelqu’une des conditions se trouve ou expli- 
citement ou implicitement comprise dans quel- 
qu’une des autres , ou si le nombre des condi- 
tions est moindre que le nombre des inconnues , 
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alors on aura moins d’équations que d'inconnues ; 
et la question peut avoir une infinité de solutions, 
à moins que quelque condition particulière , mais 
qui ne peut être exprimée par une équation , n’en 
limite le nombre. Nous éclaircirons tout cela 
par des exemples. 

Nous supposerons d’abord dcnx équations et 
deux inconnues. 


Les règles que nous avons établies concernant 
les équations à une inconnue , ont également 
lieu pour les équations à plusieurs inconnues ; 
mais il faut y ajouter la règle suivante pour les 
équations à deux inconnues. 


66. Prenez dans chaque équation la valeur d'une 
même inconnue , en opérant comme si tout le reste était 
connu : égalez ces deux valeurs , et vous aurez une 
équation qui ne renfermera plus que la seconde in- 
connue , que vous déterminerez par les régies pré- 
cédentes. Celle-ci étant trouvée , substituez sa valeur 
dans l'une ou l'autre des deux valeurs que vous avez 
prises par la première opération , et vous aura 
la seconde inconnue.. 


Par exemple , si j’avois les deux équations »x -f- / 
= 24,5x-f-3j = 65. De la première , je tireroû- 

63 — 3 y 

5 




Et de la seconde x = 


E 3" 
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J’égale les deux valeurs de x , en écrivant Z = 

— — équation qui ne renferme plus que la seconde 

inconnue y , et qui par les règles des équations à une seule 
inconnue, donne j =1 lo. 

Pour avoir x , je substitue , au lieu de y, sa valeur 10 

dans la première valeur de x trouvée ci-dessus (On pourroit 

également substituer dans la seconde). Cette substitution 

, 04 — io 

me donne x — = = 7. 

a a ' 


67. Prenons pour second exemple , les deux équations 

T “ ï = *• et ï x + ~ ,9 ’ 

Je commence par réduire ( 57 } ces équations , à ces deux 
autres, 24 x — 25 y = 60 et 8 x -J- 9^ = 228. 

• v • • • 25 y" 

De la première de ces deux-ci , je tire - • - x = — — Z.. 

228 — Q Y 

De la seconde , j’ai x = j— * * 


25 y 

J’égale ces deux valeurs de x , et j’ai = 

^ ; équation qui ne renferme plus que y , et don* 
on conclura y = 12. 

Pour avoir x , je mets , au lieu de y , sa valeur 12 dans 
l’une ou l’autre des deux valeurs de x ; dans la première , 

par exemple, c’est-à-dire , dans x = - — ^ J , laquelle 
devient par-là , x = ** = = *5* 


68. Prenons pour troisième exemple, les deux équations 
5* = 5* + 7J' — 9 «5* — fy = iy— 6. 
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Je commence par faire disparoitre les dénomina- 
teurs ( 57 ). 

J’ai 56 * = 35 x -f- 6oj> — 1260. 

Et 56 * — 20 y — 35 y — 420. 

„ 60 y — 1260 

De la première , je tire * = — * 


al 

55 y — 4^0 
56 

, . . 60 y — 12R0 

Egalant ces deux valeurs de x , j ai ' 1=5 


La seconde me donne * 


^ ^ t équation qui donne y ~ 28. 

Pour avoir la valeur de x , je substitue , au lieu de y , 

60 y — 1260 

sa valeur 28 , dans l’équation * = — »rou- 

, 60 x 28 — 1260 _ 

vée ci-dessus ; ce qui donne * — ~ = 

4 ao 

— = 20 
ai 

69. Prenons les deux équations littérales a* -j- ly — e , 
et dx + fy — e, dans lesquelles a, b r e, d , e , f , 
marquent des quantités connues , positives ou négatives. 

La première donne * = — — • La seconde donne de 

même x = f ~J-t. Égalant ces deux valeurs de x , on 
d 

a c ~~ tï. — e ~ II. ; chassant les fractions et transpo- 
a d 

sant , on a afy — — bdy = de — cd; dou Ion tire 
ae — cd 
^ af — bd 

Pour avoir la valeur de x, il faut substituer, au lieu 

de y , sa valeur —7 ; — : , dans l’une des deux valeurs de x, 

b d 

• dans x = , par exemple. Cette substitutiion 

E 4 
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donnera x = 


fraction , x = 


c 


b 


a e — c d 
a J — bd 


ou réduisant c cm 


a 

af c — h c d — a b e H- b c d 
af — bd 

- y OU.,... 

a / 


X *= 


afc — abe 
a af •— a b d' 


ou enfin { 33) , 


fc — bc 

x - 

a/ — bd 


70. Nous avons supposé jusqu’ici , que les 
deux inconnues se trouvoient toutes deux dans 
chaque équation. Lorsque cela n’arrive point , 
le calcul ne diffère des précédens qu’en ce qu’il 
est plus simple. 


Par exemple, si l’on avoit 5 ax = 3 S, et ex -f- iy — t-; 

la première donneroit x = — ; et la seconde , x — - 

5 a c 

Égalant ces deux valeurs, on auroit — = - ^ ■ d’où. 

6 ü a c 

chassant Tes dénominateurs, transposant et réduisant, on 

. 5 ac — 3 b c 

tire y = —7 

5 ad 


Des Equations du premier degré , à 
trois et à un plus grand nombre 
d’inconnus . 


7t. Ce que nous venons de dire étant une 
fois bien conçu , il est facile de voir comment 
on doit se conduire , lorsque le nombre des in- 
connues et des équations est plus considérable- 
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Nous supposerons toujours qu’on ait autant 
d’équations que d’inconnues. Si l’on en a trois, 
on prendra dans chacune la valeur dune même in- 
connue , comme si tout le reste était connu. On éga- 
lera ensuite la première valeur à la seconde , et la 
première à la troisième ; ou bien F on égalera la 
première à la seconde , et la seconde à la troisième. 
On aura , par ce procédé , deux équations à deux 
inconnues seulement , et on les traitera par la règle 
précédente ( 66 ). 


Soient, par exemple, les trois équations , 

3x + 5; + 7 r = 179 
8 x -q- 3 — a z — 64 

5 x — y 3 x = 75 

De la première , je tire x = — — — • 

De la seconde x — — 


De la troisième x = 


7 r ' 4- y — 3s 



Égalant la première valeur de x à la seconde , j’ai 
i"9 — — 7 * 64 — 3 y + as 

3 — 8 

Egalant de même la première à la troisième , j’ai 

•79 — ' J y — 7 15 75 + y — 3 s 

3 — l 

Comme il n’y a plus que deux inconnues, je traite ce* 
deux dernières équations, suivant la règle donnée ( 66 ) 
pour les équations à deux inconnues. 

Je prends donc dans chacune de ces équations la valeur 
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de y. La première me donne y — - — — - • La seconde 


me donne y = 


670 — 26 a 

Ï8 ' 


3 i 


J’égale ces deux valeurs de y , et j’ai 


1340 


6a z 


670 — 26 z 

Ï8 


3 t 


, qui ne renferme plus qu'une inconnue dont 


» . i 3 i) 5 o . 

la valeur est z = — - — = la. 

9 *> 

Pour avoir y , je mets, au lieu de z , sa valeur l 5 , 

. 1240 — 6a z , 

dans I équation y = — — , que nous venons de 

. , . . 12/10 — 62 x i 5 

trouver ci-dessus ; ce qui me donne y — — - 


3 i 


3 io 

"5T 


Enfin, pour avoir x, je mets, au lieu de y , sa va- 
leur 10, et au lieu de z, sa valeur i 5 , dans l’une des 
trois valeurs de x, trouvées ci-dessus; par exemple. 


dans x 


79 — 5 r — 7 1 


, qui devient par - là 


179 — 5 x 10 — 7X i 5 g 


Si toutes les inconnues n’entroient pas à la fois 
dans chaque équation, le calcul seroit plus simple; 
mais se féroit toujours d’une manière analogue. 

Par exemple , si l’on avoit les trois équations , 
5 x -p 3 7 = 65 , i y — z = 1 1 , 3 x 4 z = 57. 

La première donneroit x = — — — — ; la seconde ne 

donneroit point de valeur de x; la troisième donneroit 

x = J ' ■ ~ i “ ; il n’y auroit donc que ces deux valeurs 

de x à égaler , elles donnent — — = ~ — '* 
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équation qui ne renferme plus d’x, et qui étant traitée , avec 
la seconde équation 3 y — z= n, selon les règles des équa- 
tions i deux inconnues , donnera les valeurs de y et de z. 
Eu achevant le calcul , on trouvera z = g , y — io, x — y. 

y 2 . On voit par-là, que s’il y avoitunplus grand 

nombre d’équations, la règle générale seroit 

Prenez , dans chaque équation , la valeur d'une 
même inconnue ; égalez l'une de ces valeurs à cha- 
cune des autres , et vous aurez une équation et une 
inconnue de moins. Traitez ces nouvelles équations 
comme vovs venez de faire pour les premières , et 
vous aurez encore une équation et une inconnue de 
moins. Continuez ainsi jusqu'à ce qu'enjin vous par- 
veniez à n' avoir plus qu'une inconnue. 

y3. 11 ne sera peut-être pas inutile de placer ici une autre 
méthode pour déterminer les valeurs des inconnues dans 
les équations du premier degré. 

Soient les deux équations 3x + 4 j=ç 8 i et3x — 
4 y = g. Si l’on retranche la seconde de la première. 
Su aura 8> = 72 , et par conséquent, j = y = j). Au 
contraire, si l’on ajoute la première équation à la seconde, 
on aura 6 x = 90 , et par conséquent , x = r= l5. On 
voit donc que lorsque les deux équations sont telles que le 
coè'fficient de l’une des inconnues , est te même dans cha- 
cune , il est très-facile par une simple addition ou une 
simple soustraction , de réduire les deux équations à n’a- 
voir qu’une inconnue. 

Mais ne peut-on pas ramener les équations i cet état? 
On le peut toujours ; il suffit pour cela de multiplier l’une 
des deux équations par un nombre convenable. Voici com- 
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ment on doit s’y prendre pour trouver ce nombre. Soient 
les deux équations 4% 4 " 3 y — 65 , et 5 x -|~ Ry = m.- 
Je représente par m , le nombre dont il s’agit , et je mul» 
tiplie l’une des deux équations , la seconde , par exemple, 
par m , ce qui me donne 5 m x 4 " 8 my = 1 1 1 ro. Je l’ajoute 
avec la première , et j’ai 4 x-{-bmx-\- 3 y -|-8 my = 65 
4- mm, qu’on peut écrire ainsi {4 4* 5 m) x 4" (3 4* 
8m)y = 65-|-nxm. 


Si je veux maintenant faire disparoître les x, je n’ai 
qu’à supposer que le nombre m est tel que 4 -j- 5 m r= 0 , 
ce qui me donne m = — Cette supposition réduit 
l'équation à (3 -J" 8711)71 = 65 -{* mm, qui donne 
65 — m m , . 

y = . g ^ ■ ; équation , qui , en mettant pour m sa 

65 m 

valeur — £, devient^ = — — -4- = 7- 

Si au contraire , j’avois voulu faire disparoîtTe les y < , 
j’aurois supposé m tel que 3 4* 8 m = o , c’est-à-dire , 
que j’aurois égalé à zéro , le coefficient ou multiplicateur 
de y , ce qui m'auroit donné m = — jj. Cette supposition 
réduit l'équation à( 4 -j- 5 m)x = 65 -j- mm, qui donne 
65 4- 1 


4 + 5 m 


, équation , qui , en mettant pour m 
sa valeur actuelle — | , devient x = — ’ — = II. 

4 — V 


Si l’on avoit trois équations et trois inconnues , on mul- 
tiplieroit la seconde par un nombre m , et la troisième par 
un nombre n , et les ajoutant , ainsi. multipliées , à la pre- 
mière, on supposeroit égal à zéro , le coefficient de cha- 
cune de deux des trois inconnues x, y et x. On auroit, 
pour déterminer m et n, deux équations que l’on traiteroit 
comme dans le cas précédent. 

Par exemple , prenons les trois équations 3 x + 5 y -j- 

7 «s 179, Sx + 3 y — st * = 64 , 5 x — y 4- 3 * = j 5 


Digitized by Google 



de Mathématiq,ves. 77 

que nous avons déjà traitées. En multipliant la seconde 
par m, la troisième par n, et les ajoutant à la première, 
on aura 3 x -|- 8 mx -J- 5 n x -j- -|- 3 my — ny -j- 7 * 

— 2 m'z -(- 3 n z = 179 64 m -J- J 5 n qu’on peut écrire 

ainsi , {3 + 8 m + 5n)«+(5+5m — B ) .7 + ( 7 “ 
2 m -f - 3 n ) z = 179 -j- 64 m -j- j5n. 


Si c’est * que je veux avoir , je supposerai 3 -f- 8 m -f- 
S« = o et 5 -}- 3m — » = Oi ce qui réduit l’équation 
â (7 — 2 m + 3») t = 179 + 64 m -j- 73 n, qui donne 


«79 4- 64 m + 75 n 


; il ne s’agit donc plus que de 


7 — a m -4- 3 n 

déterminer m et n , ce que l’on fera par le moyen des 
deux équations 3-j-8m-j-5n = o,ei 5 -f- 3 m — 
n = o, que l’on traitera comme dans le cas précédent, 
c’est-à dire , qu’on multipliera la seconde par un nombre p, 
et on l’ajoutera à la première , ce qui donnera 3 -f- 5 -J— 

8 m -j-3 f m -f- 5 n — pn ~o , qu’on écrira ainsi , 3 5 p 

—J- ( 8 -f- 3 p) m -(- (5 — p ) n = o , pour avoir n , 
on supposera 8 3p = o, ce qui réduira l’équation 
à 3 -{- 5 p -j- ( 5 — p ) n — O , qui donne ...... 

; or, l’équation 8 -f- 3p — o, donne 


- 5 — 5 p 
5 — P 


St 


p = — J ; donc n = ; par une opération semblable , 


on trouvera m — — — ; substituant donc dans la valeur 

23 * 

de t, on aura z. = l5. On voit par-là, comment on s’y 
seroit pris , si au lieu de z , on avoit voulu avoir y ou x ; 
mais , lorsque l’une des inconnues est trouvée , il seroit 
superflu de recommencer un calcul semblable pour cha- 
cune des autres , il faut substituer la valeur de cette in- 
connue dans les équations proposées ; et employant une 
équation de moins , on détermine les autres valeurs , comme 
pour le cas où il y a une équation de moins. 
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Application des Règles précédentes , à la résolution 
de quelques questions qui renferment plus d'une 
inconnue. 


74. Question première : On a deux espèces de boulets : 
six de la plus forte espèce , avec dix de la seconde , pèsent 
3 o 4 livres ; et dix de la première espèce , avec quinze de la 
seconde , pèsent 480 livres. On demande le poids de chaque 
espèce de boulets ? 


Si l'on savoit combien pèse chaque espèce de boulet, 
en multipliant le poids d’un boulet de la première espèce , 
par six , et celui d'un boulet de la seconde espèce , par 
dix , et ajoutant les deux produits , on trouveroit 3o4 liv. ; 
pareillement , en multipliant le poids d’un boulet de la 
première espèce , par dix , celui de la seconde par quinze , 
et ajoutant les deux produits , on trouveroit 480 livres ; 
cela étant, si je représente par x le nombre de livres ou 
le poids d’un boulet de la première espèce , et par y celui 
d’un boulet de la seconde espèce ; en raisonnant de la 
même manière , j’aurai les deux équations 6x -j- 10 7 
-- 304 et to x -f* ib y = 480. 


Il ne s’agit donc plus que de trouver les valeurs de x 
et de y. Pour cet effet , je prends dans chaque équation 
la valeur de x. La première me donne , après la transpo- 


sition et la division , x = -- ‘"- r ~ ; la seconde me 

6 


?*o/f — 1 o y 

6 5 

donne x = — ; j’égale ces deux valeurs de x , 

10 0 

. . 3o4 — ioy 480 — i5y ,, , 

et j at 1 équation : — x— = — : 1— , d ou par 


les règles ci-dessus , je tire y = 16. 
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de Mathématiques. 

Pour avoir x , je reprends 1 a première valeur de * , 
savoir x = ^ g '°^ > et substituant pour.? , sa valeur 16, 

j’ai x = — jj -- = 84 : donc les plus gros boulets sont 

de 24 livres, et les moindres de 16 livres. En effet, six 
boulets de 24 livres font 144 livres, qui avec dix boulets 
de 16 livres ou 160 livres, font 3 o 4 livres. Oe plus, dix 
boulets de 24 livres , qui font 240 livres , avec quinze 
boulets de 16 livres , qui font 240 livres , donnent 480 liv. 


Question seconde : Une pièce de 24, composée de 
rosette et d'étain , pèse 553 i liv - et renferme 8,95 pieds entes , 
en matière; sachant qu'un pied cube de rosette pèse 63 o l,v ', 
et qu'un pied cube d'étain pèse 5 l 2 llV -, comment peut-on dé- 
terminer la quantité de rosette, et la quantité d étain qui entrent 
dans cette pièce ? 


Si l’on connoissoit le nombre de pieds cubes de chaque 
espèce de matière , en ajoutant ces deux nombres , ils 
donneroient 8,95 pour leur somme. De plus , en pre- 
nant 63 o ll, ‘ autant de fois qu’il y a de pieds cubes de 
rosette , on auroit le poids de la rosette qui entre dans 
le mélange ; et en multipliant de même 5 l 2 par le nombre 
des pieds cubes d’étain , on auroit le poids de l’étain ; 
et en ajoutant ces deux produits, ils formeroient 553 1 ,1V -. 

Raisonnons donc de la même manière en représentant 
par x le nombre des pieds cubes de rosette , et par y 
le nombre des pieds cubes d’étain : il faut donc que 
x -j- y = 8 ,g 5 , et 63 o x -j- 5 i 2 y = 553 1. 


De ces deux équations , je tire x = 8 ,g 5 — y et 


* = 5531 ; donc 8 > 9 5 — y = 


000 


553i — biuj 
63o 


d’où l’on tire y = == 0,911, 
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Substituant cette valeur, dans celle de x, savoir dans 
x = 8.g5 — on a x = 8,o3g. 

Si les deux matières qu’on a mêlées avoient des pe- 
santeurs spécifiques {*) différentes , et si le volume , ainsi 
que le poids total du mélange , étoient différens de ce 
qu'on vient de supposer, la méthode, pour trouver les 
quantités de chaque espèce de matière , n’en seroit pas 
moins la même ; ainsi , pour renfermer dans une seule , 
toutes les solutions des questions de cette espèce , sup- 
posons généralement que le nombre total des pieds cubes 


des deux espèces de matières soit 

Que le poids total du mélange exprimé en livres 

soit * b. 

Que le poids d’un pied cube de la première matière 

soit c. 

Et celui d’un pied cube de la seconde soit .... d. 
c et d étant exprimés en livres. 


Alors si nous représentons par x le nombre des pieds 
cubes de la première matière , et par y le nombre de 
pieds cubes de la seconde ; les deux équations seront 
x + y = a 
et ex -f- dy = b. 

Cela posé , la première équation donne x — a *— y : 


(* ) On appelle pesanteur 
spécifique , la pesanteur d'un 
corps dont le volume est con- 
nu. Quand on dit : Un tel 
corps pèse in livres y on ne dé- 
termine que le poids de ce 
corps , et non pas celui de 
l'espèce de matière dont il est 


composé; mais quand on dit, 
par exemple, 1 a pouces cubes 
d'eau commune, pèsent y onces 
dgros, alors on détermine la pe- 
santeur de cette espèce d’eau : 
on met en état de déterminer 
combien pèse tout autre vo- 
lume connu de cette même eau. 

la 
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la seconde donne x = — — ; égalant ces deux va- 

, b — dy ,, . ,, . ac — b 

leurs , on a a — y = — ; d ou 1 on tire y — -• 

C c — a 

Pour avoir la valeur de x , il faut substituer dans l’cqua- 
tion x— a — y , la valeur qu’on vient de trouver pour y ; 

et l’on aura x = a A -, qui ( 43 j se réduit h x — - — ~. 

c — d ‘ ' c — d ‘ 


_ b — ad ac — b 

Les valeurs x = , et y = que 1 on vient 

C — d c — d * 

de trouver , peuvent Fournir une règle susceptible d’un 
énoncé assez simple , pour la résolution générale de toutes 
les questions de cette espèce. 

Pour trouver cette règle , il tant faire attention , t°. que 
l marque le poids total du mélange ; 2°. que a marquant 
le nombre total des parties du mélange , et d le poids 
d'une des parties de la secoude espèce , a d marque ce 
que pèseroit le volume du mélange , s’il étoit composé 
seulement de la matière de la seconde espèce. Enfin le 
dénominateur c — d est la différence des pesanteurs spé- 
cifiques de chaque espèce de matière. 

Si l’on analyse , de mêmé , la valeur de y , on verra 
que ac est ce que pèseroit le volume du mélange , s’il 
étoit uniquement composé de la première matière. De 
là on pourra conclure cette règle. 

Calculée ce que pèseroit le volume du mélange , s'il étoit 
composé seulement de la seconde matière ; retranche: ce poids, 
du poids total actuel du mélange , et divisez le reste par U 
différence des pesanteurs spécifiques des deux matières : le quo- 
tient sera le nombre des parties de la première matière qui 
entre dans le mixte. 


Au contraire , pour avoir le nombre des parties de la seconde 
matière , calculez ce que pèseroit le volume du mélange , s'il 

Algèbre. F 
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était tout entier de la première matière ; retranchez - en le poids 
lata! actuel du mélange , et divisez le reste par la mime quan- 
tité que ci-dessus. 

Cette règle est précisément ce qu’on appelle en arith- 
métique , la règle <f Alliage. 

t 

On peut , à cette même question, en ramener une tnfir 
nité d'autres , qui , au premier coup-d’œil , ne semblent 
pas de même espèce. Par exemple , celle-ci : Faire 522 livres 
en 42 pièces, les unes de 24 livres et les autres de 6 livres ; 
car avec un peu d’attention , on voit que cette question 
est la même que cette autre ; un mixte compose de 42 pieds 
cubes de matière , pèse 5 ï 2 livres : des deux matières qui y 
entrent , l'une pèse 24 livres par pied cube , et Vautre 6 livres. 
En suivant la régie précédente , on trouvera qu’il faut i 5 
pièces de 24 livres , et 27 pièces de 6 livres. 

La même règle serviroit encore à résoudre cette autre 
question. Un pied cube d'eau de mer pèse 74 livres ; un pied 
cube d'eau de pluie pèse 70 livres; combien faudroit-il mêler 
ensemble d'eau de mer et d'eau de pluie pour faire de l'eau 
qui pesât livres par pied cube. 

On voit par-là , combien il peut être utile de s’accou- 
tumer de bonue heure à représenter, d’une manière gé- 
nérale , les quantités connues qui entrent dans les ques- 
tions, et à interpréter ou traduire les résultats algébtiques 
des solutions des problèmes. 

Question troisième : On a trois lingots , dans chacun 
desquels il entre de For , de 1 argent et du cuivre. L'alliage 
dans le premier est tel , que sur 16 onces , il y eu a 7 d'or , 
S d'argent et 1 de cuivre. Dans le second , sur 16 onrej , 
il y en a 5 dor , 7 dargent et 4 de cuivre. Dans le troi- 
sième , sur 16 onces , il y en a 2 d'or , 9 d'argent et 5 de 
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cuivre. On veut , en prenant différentes parties de ces trois 
alliages , composer un troisième lingot , tel i/ue sur l6 onces , 
il s'en trouve 4 onces et f| en ot , 7 If en argent , et 3 
en cuivre > 


Représentons par x le nombre d'onces qu’il faut prendre 
du premier lingot ; par y , le nombre d’onces qu’il faut 
prendre du second ; et enfin par z , le nombre d’onces 
qu’il faut prendre du troisième. 


Puisque 16 onces du premier , contiennent 7 onces 
d’or , on trouvera ce que x d’onces de ce même lingot 
peuvent contenir d’or , en calculant le quatrième terme 
de cette proportion 16 ; 7 ;; x ; ; ce quatrième terme sera 


; par un raisonnement semblable , on trouvera qu’en 


5 y 

prenant y d’onces du second lingot , on prend — g— en 


or, et sur le troisième — —— Ces trois quantités réunies 

7 x 4- 5 y -I- as 
11 

ou ; donc 


16 

font ~ r 16 ’ or ’ 0n veut < l u ' e ^ es 4 -fj 


1* + 5 y + as _ „ 

i(> ,0 * 


Pour satisfaire à la seconde condition , on remarquera , 

de même, qu’en prenant x d'onces sur le premier lingot , 

j 1 • 8 x ,, , 

on prend nécessairement — — d onces en argent , sur le 

second dJL et enfin sur le troisième , on prend néces- 
saircment ; ces trois quantités réunies font 


8* 4 - iy 4 - 9 » 
16 

ou TX , on aura 


, et comme on veut quelles fassent 7 

8 * + 7/ + 9 « _ ,, a 
16 ‘ 


TT 


84 
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En procédant de ia même manière, on aura, pour satis- 
faire â la troisième condition , l'équation — =i|. 


Comme le nombre 16 est diviseur commun des deux 
membres de chacune des trois équations qu’on vient de 
trouver , on peut le supprimer ; et alors on aura les trois 
équations suivantes , 

7 * + 5 ; + 9: = 79, 

8 *+7J' + 9 i =i*2» 

* + 4/ + 5i= 55. 


Tirant de chacune , la valeur de x , on aura 

79 — 5 Y — îe 
x == — ^ > 


7 y — 9 S 


55 


4 y — 5*. 


Egalant la première valeur de x A la seconde et à la 
troisième ( 71 ) , 

70 — 5 y — 2 a 12 a — 7 y — ■ q z 

on aura — — , 

7 8 


et 


79 TJ/.T ^ =55 — 4 y — 5 z, 


équations qui ne renferment plus que deux inconnues, 
et qu’il faut, par conséquent, traiter, selon ce qui a été 
dit (66). 

Pour cet effet, je commence par faire disp aroître les 
diviseurs ; puis tirant les valeurs de y , 

«a — 47 a 


j ai j 


et/: 


9 

3 ° 6 — 33 s 

23 
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Egalant ce* deux valeurs de y , j’ai 

3o6 — 53 z 

= j et après les opérations ordinaires , 

, a33a , 

1 — 7 84 _ ' 

Pour avoir la valeur de y, je substitue dans l’une des 
deux valeurs qu’on a trouvées ci-dessus pour y, j’y substi- 
tue, dis-je, au lieu de z , sa valeur 3, qu’on vient de 

trouver ; par exemple , en substituant dans 7 = — — - > 

j’ai / = V = 9 ’ 

Enfin , pour avoir x, je substitue, au lieu de y et de z, 
leurs valeurs 9 et 3 dans l’une des trois valeurs qu’on a 
trouvées ci-dessus pour x;-par exemple, dans la der- 
nière , savoir x = 55 — 4 y — 5 .z , et cette valeur 
devient x = 55 — 36 — 1 5 = 55 — 5l = 4 ; c’est- 
à-dire , puisqu'on trouve x =, 4 , 7=9 et z = 3 , qu’il 
faut prendre 4 onces du premier lingot, 9 du second et 
3 du troisième, et alors le nouveau lingot contiendra en 
or, 4 onces et '•§; en argent, 7 onces -j-|; et en cuivre , 
3 onces ~ÿ. 

En effet, puisque le premier lingot contient sur 1 & 
onces, 7 onces d’or, 8 d’argent et r de cuivre; il est 
évident que si l’on prend 4 onces seulement de ce lingot, 
on aura d’onee en or, en argent et -^r en cuivre. 
Par une raison semblable, en prenant 9 onces du second 
Lingot , on aura en or , en argent et en cuivre.; 
et en prenant 3 onces du troisième lingot, on aura yj, en 
or , -fj- en argent, et yjt en cuivre. 

Réunissant les trois quantités de chaque espèce- de ma- 
tière , provenantes des trois lingots , on aura ou. 

F 3 
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4 ri» 7 r!«t 3 tç pour les quantilés d'or, d’argent et de 
cuivre qui entreront , en effet, dans le quatrième lingot. 

Des cas où les questions proposées 
restent indéterminées quoiqu’on 
ait autant d' Équations que d'in- 
connues ; et des cas où les ques- 
tions sont impossibles . 

7 5 . Il arrive quelquefois que quoiqu’on ait 
autant d'équations que 4’i nc onnues , la question 
qui a conduit à ces équations reste néanmoins 
indéterminée , c’est-à-dire , qu’elle est alors sus- 
ceptible d’un nombre indéfini de solutions. 

Ce cas a lieu lorsque quelques-unes des con- 
ditions , quoique différentes en apparence , se 
trouvent être les mêmes dans le fond. Alors les 
équations qui expriment ces conditions sont , 
ou des multiples les unes des autres , ou , en 
général , quelques - unes d’entr’elles sont com- 
posées d’une ou de plusieurs des autres , ajou- 
tées ou soustraites , multipliées ou divisées par 
certains nombres. Par exemple , une question 
qui conduiroit à ces trois équations 

5 x -1- 3 ; + a z = 1 7 , 
8x+2^ + 4z=2o, 

1 8 x -f 8^ + 8 z = 5 ^» 
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seroit susceptible d’un nombre indéfini de solu- 
tions , quoiqu’il semble , d’après ce que nous 
avons vu plus haut , que x , y et z ne peuvent 
avoir chacun qu’une seule valeur. De ces trois 
équations , la dernière est composée de la se- 
conde ajoutée avec le double de la première. Or 
il est évident que les deux premières étant une 
fois supposées avoir lieu , la troisième s'ensuit 
nécessairement ; que par conséquent elle n’ex- 
prime aucune nouvelle condition ; on est donc 
dans le même cas que si l’on avoit seulement 
les deux premières équations : or nous verrons 
t dans peu que lorsqu’on n’a que deux équations 
pour trois inconnues , chaque inconnue est sus- 
ceptible d’un nombre indéfini de valeurs. 

76. Le calcul fait toujours connoître les cas 
dont il s’agit ici : voici comment. Il n’y a qu’à 
procéder à la recherche des inconnues , selon 
les règles données ci-dessus : alors si quelqu’une 
des équations est comprise dans les autres , on 
arrivera dans le cours du calcul , à une équa- 
tion identique , c’est-à-dire , à une équation dans 
laquelle les deux membres seront non-seulement 
égaux , mais encore composés de termes sem- 
blables et égaux : autant on trouvera d’équa- 
tions identiques , autant il y aura d’équations 
inutiles parmi celles qui auront été formées. 

F 4 
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Par exemple , si de chacune des deux équations 
6 j + 8) = i! et x + | y = 2, je tire la valeur 

.... 12 -T- 8y . , , 

de x, j aurai x =s — •' et x — 2 — f y : égalant 

ces deux valeurs, j’aurai . •- =2 — 4 -y, ou chassant 

b 

les dénominateurs ,36 — 24 = 36 — 24 y , équation 

identique cl qui ne peut faire connoitre la valeur de y , 
parce qu'aprcs la transposition et la réduction , on est con* 
duit A celte équation o =: O. 

Pareillement, si l'on avoit les trois équations suivantes: 
5 x 4 - 3 j 4 - 2 t = 24 

i 5 x-j* 9 > + 6tz=72 

La première donneroit x = — — ^ — la 

seconde , après avoir chassé les dénominateurs , trans- 

. , . 120 — •i 5 .y' — 10s 

pose , réduit , etc. , donneroit x = — * ; 

i . 72 — n y — fi * » . 

cl la troisième x = — . • Egalant la 

première de ces valeurs à la seconde et à la troisième , 

. 24 — 3 Y — 2 * 120 — t 5 y — ic z 

on auroit / = ^ > 

5 20 

24 — -3^-13 72 — 9 y — 6 z 4 

et ■ - - > 

et en chassant les dénominateurs , 600 — 73 y — 5 o r 
600 — 75^ — 5 o 2, et 36 o — 45 y — 3 o 2 = 36 o 
— $3 y — 3 o 2 , équations identiques et dont on ne peut 
tirer ni y ni 2 , parce qu’elles se réduisent chacnne & 
0—0. 11 n’y a donc ici , à proprement parler , qu’une 
seule équation. 
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Les questions qui conduisent à de pareils résul- 
tats , sont indéterminées , mais ne sont pas impos- 
sibles. Nous verrons dans peu , comment on doit 
les traiter. 


77. Lorsqu’une question qui ne conduit qu’à 
des équations du premier degré est impossible , 
on s’en apperçoit à ce que la suite du calcul 
conduit à une absurdité ; par exemple , conduit 
à dire ,4 = 3 . 


Si l’on avoit , par exemple , les deux équations . . . 

5 x -j- 3 y = 3o 

et so x + 12 y = i35 

La première donneroit x = —-L 2L , et la seconde 

x ~ — — ; égalant ces deux valeurs , on a . . . 

— — • — = — ; en chassant les dénomina- 

5 ao 

teurs , on a 600 — 60 y = 675 — 60 y qui con- 
duit à 600 = 675 , ce qui est absurde-, donc la question 
qui conduiroit aux deux équations , 5 x -f- 3 y — 3 o , et 
20 x -p 12>= l35 , est impossible et absurde. 


7 S. Les solutions négatives indiquent aussi une 
sorte d’impossibilité dans la question ; mais cette 
impossibilité n’est pas absolue , elle est relative 
au sens dans lequel les quantités ont été prises ; 
en sorte qu’il y a un sens dans lequel ces solu- 
tions sont naturelles et admissibles ; voyez ce qui 
a été dit (62). , 
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D° 


Des Problèmes indéterminés. 

79. On appelle Problème indéterminé , toute 
question à laquelle on peut satisfaire en plusieurs 
manières , sans pouvoir déterminer parmi toutes- 
ces manières , quelle est celle qui donne lieu à 
la question. Ces sortes de Problèmes ont tou- 
jours moins de conditions que d’inconnues ; et 
envisagés généralement , ils sont susceptibles 
d’une infinité de solutions ; mais il arrive sou- 
vent aussi que le nombre de ces solutions est 
limité par quelques conditions qui ne pouvant 
pas être réduites en équations , ne permettent 
pas de déterminer d’une manière directe le nombre 
des solutions que la question peut avoir. 

Si l'on proposoit cette question : Trouver deux 
nombres qui pris ensemble fassent 24 ; en nommant 
x l’un de ces nombres , et y l’autre , on auroit x 
+ y = 24 , équation de laquelle on tire x 
= 24 — y. Or cette question est susceptible 
d’une infinité de solutions , si par x et y on 
entend indifféremment des nombres entiers oa 
des nombres fractionnaires , et des nombres po- 
sitifs ou négatifs : il suffit , pour y satisfaire , 
de prendre pour y tel nombre qu’on voudra , 
et de conclure la valeur de x de l’équation x = 
24 — y, en y substituant pour y le nombre qu’o» 
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aura pris arbitrairement ; ainsi si l’on suppose 
successivement y — 1, y =i~, y— a, l 

y = 2 | , etc. on aura x = 20, x — 22 , 

x = 22, x = 21 j, ect. Mais si l’on ne veut 
que des nombres entiers et positifs , alors le 
nombre des solutions est limité ; car pour que * 
soit positif, il faut que y ne soit pas plus grand 
que 24. Et puisqu’on ne veut que des nombres 
entiers , il est évident que l’équation ne peut 
avoir en tout que 25 solutions en y comprenant 
o : en sorte que supposant successivement^ = o, 
y = 1 , y — 2 , y — 3 , etc. on aura x — 24 , 

* = 23 , x = 22 , x = 21 , etc. 

80. Mais , lorsqu’on impose la condition que 
les nombres demandés soient des nombres entiers 
et positifs , on ne voit pas toujours aussi facilement 
que dans l’exemple précédent, comment on peut 
satisfaire à cette condition: les questions suivantes 
sont propres à le faire connoître. 

Question première. On demande en combien de manières 
on peut payer 642 livres en donnant des pièces de 17 livres et 
en recevant en échange des pièces de 11 livres. 

Représentons par x le nombre des pièces de 17 livres, 
et par y celui des pièces de 11 livres; en donnant x 
pièces de 17 livres, on payera x fois 17 livres ou 17 -x; 
en recevant y pièces de 11 livres on recevra 11 y; par 
conséquent, on aura payé 17 x — Il y; et puisqu’on 
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veut payer 5<j* livres, on aura 17 *-— n y — 543 ^ Ti- 
rons la valeur de y, c'est-à-dire , de l'inconnue qui a le 

moindre coefficient, et nous aurons y — — ' x - 

il 

Comme on n’a que cette équation , on voit qu’en met- 
tant arbitrairement pour x tel nombre qu’on voudra , on 
aura pour y une valeur qui satisfera sûrement à l’équation; 
mais comme la question exige que x ety soient des nombres 
entiers, voici comment il faut s’y prendre pour y parvenir 
directement. 

54a 


La valeur de y =se 


17 -r 


se réduit , en fai- 


sant la division autant qu’il est possible à y = x 4 g 

+ ; il faut donc que ■ t ’ J ‘ ~ ’ soit un 

11 '11 

6r — 3 


nombre entier : soit u ce nombre entier , on aura 

> II 

11 u -f 5 


=-« , et par conséquent 6-x — 3= li n et x = 
ou , en faisant la division , x = u -|- 


6 , 

5u + 3 


5 il 


faut donc que • S + 7 fasse un nombre entier : soit t 

, , 5 u -f- 3 

ce nombre entier; on aura — — = ÿ, efi par con- 

o r 


sequent 5 « -f- 3 = 6 t et u 
t — 3 


6r 


-1 = < + il 


faut donc que 


*e nombre entier , on aura 


5 " * 5 

fasse un nombre entier : soit s 
t — 5 


s , et par 


conséquent I rrz 5 s -j- 3 : l’opération est terminée ici, parce 
qv’il est évident qu’en prenant pour s tel nombre entier qu’on 
voudra, on aura toujours pour I un nombre entier tel que 
l’exige la question , puisqu’il n’y a plus de dénominateur.. 
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Remontons maintenant aux valeurs de x et y *, puis— 

, , 6/ — 3 

quon a trouve « = ^ y en mettant pour t sa 

valeur 5 s -j- 3 , on aura u = — — =6 j -j- 3 ; 

5 

- , , u u + 3 , 

et puisqu ou a trouve x = y en mettant pour u 

66 s + 33 -+- 3 c 

sa valeur, on aura x — ; — = n s -f- o ; 


enfin, puisqu’on a trouvé jr = — — ’ ■ — j en subtituant 

187 s -+- 10a — 04 a 

pour x sa valeur , on aura y = — 

= 17 s — 40 j ainsi les valeurs correspondantes de x et de 
y sont x = ils + 6, et jr = 17 s — 40. Par la pre- 
mière , on est libre de prendre pour s tel nombre entier 
qu’on voudra; mais la seconde ne permet pas de prendre 
s plus petit que 3 ; en effet y devant être positif, il faut 
que 17 1 soit plus grand que 40, ou que 1 soit plus grand 
qne c’est-à-diTe , plus grand que a. 


On peut donc satisfaire à cette question d'une infinité 
de manières différentes, qu’on aura toutes en mettant 
dans les valeurs de x et de y , au lieu de s , tous les 
nombres entiers positifs imaginablesdepuis3jusqu’àrinfini; 
ainsi posant successivement s = 3,s=4,s=5, 1=6, 
s = 7 , etc. on aura les valeurs correspondantes de x et 
de y , comme il suit. 


= 3g. 

...7 = 11. 

= 5o * 

= aS 

= 61 

= 45 

== 72 

= 63 

11 

00 

U> 

etc. = 79. 


Dont chacune est telle qu’en donnant le nombre de 


CS 
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pièces de 17 livres , désigné par*; et recevant le nombre 
correspondant de pièces de ti livres, désigné pac/ , on 
payera 54s livres. 

Question seconde : Faire 741 livres en 41 pièces, de 
trois espèces ; savoir. Je 84 livres, de 19 livres et de 10 
livres. 

Soient x, y et e les nombres de pièces de chacune de 
ces trois espèces; puisqu’on veut en tout 41 pièces, on 
aura i°. * -f y -f- x = 41. 

8°. Chaque pièce de la première espèce valant 34 liv. 
le nombre x de pièces vaudra x fois 84 liv. ou 84 x ; 
par la même raison y pièces de 1a seconde espèce vau- 
dront îgy, et x pièces de la troisième espèce vaudront 
10x5 ainsi les valeurs réunies des trois nombres de 
pièces différeutes , monteront à 24 x + 19 y 10 x ; 
et comme elles doivent mouter à 741 livres , on aura 
s 4 x + igy + iox= 74t. 

Je prends, dans chacune de ces équations, la valeur d'une 
même inconnue , peu importe laquelle ; dex , par exemple, 

., • 74' — 19 Y — 10 * 

et 1 ai x = 41 — y — x, et x = ^ ; , 

j’égale ces deux valeurs , et j’ai 41 — y — x = 
i£_L , ou chassant le dénominateur, 

*4 

9S4 — 84 y — 84 x = 741 — ig y — 10 x ; transposant 
et réduisant, on a 843 = 5 y -J- 14 x. 

Je prends maintenant la valeur de y qui a le plus petit 

• ... *43 — i 4 = o , 5 — 4 = 

coefficient, et j ai y = ; = 40 - 8 x + - ; 

5 5 

or y et x devant être des nombres entiers, il faut que • 

— — — soit un nombre entier : soit donc t ce nombre 
5 
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3 4 - 

entier , on aura — = t , ou 3 — 4 z — 5 t ; donc 

5 

5 — 5 / 3 — / r . 

x — : = — t -4- ; il faut donc que 

4 4 1 

soit un nombre entier : soit u ce nombre , on 

4 

3 t n , 

aura = u, ou 5 — t — 4a, et par conséquent 

1 — 3 4 K. 


Remontom maintenant aux valeurs de 7, r et x. 


_ . , . , 3 — 5/ 

Puisqu on vient de trouver z = — , on aura , 

, 3 — i5 + îow 

en mettant pour t sa valeur, z = = 

aou — 1 a . , , *45 — >4 s 

; = 3 u - i ; et puisqu on a trouve y — > 


en mettant pour z, sa valeur, on aura y = 


s43 — 70 u + 4 * 


a85 — 70 u 


= 57 — 14U 


Enfin, puisqu'on a trouvé x = 41 — y — - z , on aura 
x = 41 — 57 -f- 14 a — 5 a-J -3 = ga — l 3 ; en sorte 
que les valeurs correspondantes de x , y et z , sont x = g u 
— 13,71 = 57 — 14 a , et z = 5 u — 3 , dans lesquelles 
on peut mettre pour a, tel nombre entier qu’on voudra, 
pourvu qu’il en résulte des nombres positifs pour x , y et z ; 
or cette condition emporte ces trois autres. 1°. Que g u 
soit plus grand que l 3 ; ou que a soit plus grand que -£■ ou 
I 8°. Que 57 soit plus grand que 14 a, ou que a soit 
plus petit que ; c’est-à-dire , plus petit que 4 -j^, 
3 °. Enfin que 5 a soit plus grand que 3 , ou a plus grand 
que 3 ; ce qui ne peut manquer d’arriver, dès qu’on obser- 
vera la première condition : ainsi le nombre des solutions 
est donc très-limité, et se réduit à trois que l’on trouve , 
«n donnant à u pour valeur les nombres 8 , 3 et 4 , qui 
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sont les seuls que l’état de la question admette. On ne peut 
donc faire 741 livres en 41 pièces des trois espèces propo- 
sées, qu’en prenant les nombres de pièces maïquées ci- 
dessous, et qu'on trouve , en mettant pour u, les nom- 
bres 2, 3 et 4 , successivement dans chacune des valeurs 


de x, y et z. 

x y z 

5 29 7 

14 l 5 12 


s 3 ••»••• 

Des Équations du second degré à une 
seule inconnue . 

81. On appelle Equations du second degré, celles 
dans lesquelles la plus haute puissance de l’in- 
connue , est cétte même inconnue multipliée par 
elle-même , ou élevée à son quarré. 

Ainsi l’équation 5 x® = 125 , est une équation du second 
degré , parce que dans le terme 5 la quantité x est multi- 
pliée par elle-même. 

82. Lorsque l’équation ne renferme d’autre 
puissance de l’inconnue , que le quarré , elle est 
toujours facile à résoudre : il suffit de dégager 
le quarré de l’inconnue , de tout ce qui peut le 
multiplier ou le diviser , ou des quantités qui 
peuvent se trouver jointes avec lui par les signes 
-f ou — r ce qui se fait par les règles données 

( 53 
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( 53 et suit). ) ; après quoi il n’y a plus qu’à tirer 
la racine quarrée de chaque membre. 

Par exemple , de l’équation 5 «■ = 125, je conclus, 
X 3 = -Tp = 25 , et tirant la racine quarrée de chaque 
membre , x = 5. 

Pareillement, si j’ai l’équation | x* = J x“ -j- 7 . 

chassant les fractions et transposant, j’ai 25 x 3 12 x* 

= io5, ou i3 x* = to5 , oux a = -!f 3 s ; donc x = V 

Ce signe 4/ marque qu’on doit tirer la racine 
quarrée. Lorsqu’on doit tirer la racine quarrée 
de la fraction , comme dans le cas présent , on 
fait descendre les jambes du signe y' ( qu’on 
appelle signe radical ) , au-dessous de la barre 
qui sépare les deux termes de la fraction. Mais 
si l’on n’avoit à représenter que la racine quarrée 
de l’un ou de l’autre des deux termes de la 
fraction , le radical seroit tout entier au-dessus 
ou au-dessous de la barre de division ; ainsi pour 
marquer qu’on veut diviser par 3 , la racine quarrée 

de 40 , on écriroit ~ ■ ■ Si la quantité dont 

on doit tirer la racine quarrée étoit complexe , 
on donneroit , au radical , une queue qui recou- 
vrît toute la quantité ; par exemple , pour mar- 
quer la racine quarrée de 3 ab-+ b* , on écriroit 
4/ 3 ab + L ». Quelquefois aussi * sans donner une 
queue au radical , on renferme la quantité com- 
plexe entre deux crochets , qu’on fait précéder 
du signe 4/ , en cette manière , 4/ ( 3 a b -J- b*). 

Algèbre, ' G 


C 0 V R 3 


gS 

83. Nous avons vu ( 24 ) que lorsque le mul- 
tiplicande et le multiplicateur avoient tous deux 
le même signe , le produit avoit toujours le 
signe + ; cela étant , lorsqu’on a à tirer la ra- 
cine quarrée d’une quantité qui a le signe + , 
on doit indifféremment donner à cette racine 
quarrée le signe + ou le signe — . 


Ainsi dans l’cquation précédente x“ = 25 , on petit , 
lorsqu’on tire la racine quarrée , dire également qu’elle 
est -j- 5 , ou qu’elle est — 5 , parce que chacun de ces 
nombres multiplié par lui-même reproduit toujours -j- 25 ; 
en sorte que la résolution de l’équation x a = ï5 , s’écrit 
ainsi * = ±5, ce qui se prononce en disant x égale plus 
ou moins 5 , et équ ivaut à ces deux équations x = -f- 5 
et x — — 5 (*). 

Pareillement, pour la seconde équation ci-dessus, on 
Ôcriroit x — ifc l/ 'ff. 

84. Lorsqu’on a à tirer la racine quarrée d'une 


(*) Onpourroit demander ici 
pourquoi nous ne donnons pas 
aussi le double «signe rfc au 
premier membre? La réponse 
est, qu’on le peut; mais cela 
nemène à rien de nouveau. En 
eflet, si Ton écrit ±x = l:5, 
en en tire ccs quatre équations 

+ * = + 5, + * = — 5 

— x = +■ 5 — x = — 5. La 
dernière, en changeant les si- 
gnes , revient à la première. Il , 
en e3t de même de la troisième, 
relativement à la seconde. 


Il faut se garder de considérer 
la valeur de x dans la première 
équation * = 5, comme étant 
la même que dans la seconde 
x — — 5, quoique ces deux 
valeurs soient exprimées parle 
même caractère ou la même 
lettre x. La lettre x est un signe 
par lequel on représente la 
quantité que l'on cherche; elle 
peutdésignerdes quantités dif- 
férentes, comme le mot Ècu dé- 
signedes quantités différentes, 
dans diJTérens pays. 
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quantité précédée du signe — , on affecte le tout, 
du radical que l’on fait aussi précéder du double 
signe db. 

Ainsi , si l’on avoit x* = - 4 , on écriroit x s ± \/ ( — 4)5 
et quoiqu’on puisse tirer la racine quarrée de 4, qui est 2, 
il ne faudroit pas écrire * = ± 2 ; il est essentiel ici de 
faire attention au signe — de la quantité qui est sous le 
radical. 


85 . Lorsqu’une équation conduit ainsi à tirer 
la racine quarrée d’une quantité négative , on peut 
conclure que le Problème qui a conduit à cette 
équation , est impossible : en effet , une quan- 
tité négative ne peut avoir de racine quarrée , ni 
exactement , ni par approximation ; car il n’y a 
aucune quantité , soit positive , soit négative , 
qui étant multipliée par elle-même , puisse pro- 
duire une quantité négative : il est bien vrai 
que 1 — 4 , par exemple , peut être considéié 
comme venant de + 2 multiplié par — 2 ; mais 
ces deux quantités ayant un signe différent ne 
sont point égales , et par conséquent leur pro- 
duit n’est pas un quarré. Ainsi , lorsqu’on pro- 
pose de tirer la racine quarrée d’une quantité 
négative , on propose une chose absurde ; donç 
tout problème qui se réduira à une pareille opé- 
ration sera un problème impossible. C’est à ce 
caractère qu’on distingue l’impossibilité des ques- 
tions du second degré. 

G 2 


I 00 


C o v rt s 


Au reste , il ne faut pas pour cela regarder , 
comme inutile , la considération des racines 
quarrécs des quantités négatives : il arrive assez 
souvent qu’une question très-possible , n’admet 
de solution que par le concours de pareilles quan- 
tités dans lesquelles à la fin , ce qu'il y a d’ab- 
surde , disparoît. On appelle ces sortes de quan* 
tités , quantités imaginaires. 

Ainsi , V ( — s ) t est une quantité imaginaire; 
o + V( — b), est une quantité imaginaire. 

86. Ce que nous venons de dire , suffit pour 
la résolution des équations du second degré , 
lorsqu’il n’y a pas d’autre puissance de * que 
le quarré. Mais outre le quarré de l’inconnue , 
il peut encore y avoir ( et cela arrive le plus sou- 
vent ) la première puissance de l’inconnue mul- 
tipliée ou divisée par quelque quantité connue , 
comme dans cette équation x a — 4 x = 12. Alors 
l’artifice qu’on doitemploycr pour résoudre l’équa- 
tion , consiste à préparer le premier membre de 
manière à en faire un quarré parfait : cette pré- 
paration suppose avant tout .trois choses; 1°. qu’on 
ait ^assé dans un seul membre tous les termes 
affectés de x, et les quantités connues dans l’autre; 
cela s’exécute par ce qui a été dit ( 53 ) : 2 0 . que 
le terme qui renferme x* , soit positif ; s’il avoit 
le signe — , on changeroit tous les signes de 
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réquation r ce qui ne troubieroit point l’égalité : 
3 °. que le terme qui renferme x“ , soit libre de 
tout multiplicateur et de tout diviseur ; s’il n’étoit 
point dans cet état on l’y amèneroit t en mub 
tipliant tous les autres termes de l'équation par 
ce diviseur , et en les diyisant par le multipli- 
cateur.. 

Par exemple , s! j’avoîs à résoudre l’équation 4 x — j*’ 
= 4 — 3 x, i°. je passerois tous les x dans le premier 
membre, en écrivant le terme x* le premier , et j’autoi» 
■—j *’ + 4 x + 2 * = 4, ou — | x* -j- 6.x = 4 ; 2°.. je 
changerois les signes pour, rendre x 2 positif , et j’aurois 
| x 2 — 6 * =— 4 j 3 °. je multiplierois par 5 , ce qui me 
donneroit 3 x 2 — 3 o x = — 90 ; enfin je diviserois par 3 , 
et j’aurois x 2 — 10 x = — 1 

Comme on peut toujours ramener , à cet état , 
toute équation du second degré , nous ne nous 
occuperons actuellement que d’une équation pré- 
parée de cette manière. 

87. Cela posé , pour résoudre une équation 
du second degré , il faut suivre cette règle : 

Prenez la moitié de la quantité connue qui mul- 
tiplie x dans le second terme : élevez cette moitié au 
quarré , et ajoutez ce quarré à chaque membre de 
r équation , ce qui ne changera rien à [‘égalité. Le 
premier membre sera alors un quarré parfait. Tirez 
la racine quarrée de chaque membre , et faites pré - 

G 3 
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céder celle du second membre , du double signe db.; 
l'éjuation sera réduite au premier degré. 

Quant à la manière de tirer la racine quarrée du 
premier membre , on tirera la racine quarrée du 
quarré de l'inconnue , et celle du quarré qu’oi» 
a ajouté : on joindra cette seconde à la première , 
par le signe qu’aura le second terme de l’équation. 

Par exemple, ayant l’équation x“ -f- 6 x — 16 , je 
prends la moitié de la quantité connue 6 , qui multiplie 
x dans le second terme : je quarré cette moitié, et j’ajoute 
i chaque membre le quarré g ; j’ai x“-|-6x-j-9:=s5; 
tl ne s’agit plus que de tirer la racine quarrée, ce que je 
fais en prenant la racine quarrée de x a qui est x, puis celle 
de g qui est 3 ; et comme le second terme 6 x de l'équation 
a le signe -f- , j’en conclus que x -f- 3 , est la racine 
quarrée du premier membre ; quand à celle du second , 
elle est 5 ou plutôt ( 83 ) dfc 5 ; par conséquent x -j- 3 
= it 5. Pour avoir x , il ne s’agit plus que de trans- 
poser, et l’on aura * =± 5 — 3 ; c’est-à-dire , que x 
a deux valeurs ; savoir x = -f- 5 — 3 = 8 , et x = — 5 
— 3 = — 8 . Nous verrons ci-après ce que signifie cette 
seconde valeur. 

Pour entendre la raison de cette règle , il faut 
se rappeler ce que nous avons remarqué ( 25 ) , 
savoir que le quarré d’une quantité composée 
de deux termes , contient toujours le quarré du 
premier terme , le double du premier terme mul- 
tiplié par le second , et le quarré du second. 

Cela posé , lorsqu’il s’agit d'ajouter à une quan- 
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tité telle que x 1 -j- 6x , ce qui est nécessaire pour 
en faire un quarré parfait , il faut remarquer , 
1°. que cette quantité contient déjà un quarré- 
x a qu’on peut considérer comme le quarré du 
premier terme x d’un binôme. 2°. Qu’on peut 
toujours considérer le terme suivant 6x , comme 
étant le double de x multiplié par une autre 
quantité. 3 °. Que cette autre quantité est néces- 
sairement la moitié de 6 multiplicateur de x. Il 
ne manque donc plus que le quarré de cette 
seconde quantité , c’est-à-dire , le quarré de la 
moitié du multiplicateur de x dans le second 
terme. On voit que ce raisonnement est général, 
quel que soit le multiplicateur de x. 

Quant à la règle que nous donnons en même 
temps pour extraire la racine quarrée du premier 
membre , elle est également une suite de la 
formation du qnarré ; puisque les deux quarrés 
extrêmes qui se trouvent dans le quarré d’un bi- 
nôme étant les quarrés des deux termes de la 
racine , il est évident qu’il ne s’agit que de tirer 
séparément les racines de ces deux quarrés pour 
avoir ces deux termes. Mais on doit donner au 
second terme de la racine , le même signe qu’a 
le second terme de l’équation , parce que de 
même que le calcul fait voir que le quarré de 
a + b est a* -}- 2 a b -{- b 1 , de même il fait voir 
que le quarré de a — b est a 1 — 2 a b + b 1 * 
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Application de la règle précédente à 
la Résolution de quelques questions 
du second degré. 

88. De quelque degré que doive être l’équa- 
tion , il faut toujours , pour mettre la question 
en équation , faire usage de la règle que nous 
avons donnée (60). 

Q^o e s T 1 o N première: Trouver un nombre tel que il 
àion quarrè , on ajoute 8 fols ce même nombre, le tout fasse 33 ? 

Si je connoissois ce nombre que j’appelle x , il est évident 
que j’en prendrois le quarré *“ ; qu’à ce quarré j’ajouterois 
huit fois ce nombre, c’est-à-dire ,8*, etqueie tout x‘ + Sx 
formeroit 33 ; il faut donc que x* -(- 8x = 33 . 

Pour résoudre cette équation , j'ajoute à chaque membre , 
le nombre 16 qui est le quarré de la moitié du nombre 8 
qui multiplie x dans le second terme, et j’ai x a -j- 8 x 16 
= 49; équation dont le premier membre est un quarré 
parfait. Je tire la racine quarrée de chaque membre , en 
observant la règle donnée (87 ) , et j’ai x -f- 4 = rt 7 ; par 
conséquent x = ± 7 — 4 , qui donne ces deux valeurs d« 
*>* = + 7 — 4 = 3 et x = — 7 — 4= — U. 

De ces deux valeurs, la première satisfait à la question , 
puisque g, qui est le quarré de 3 , étant ajouté à 8 fois 3 
ou 24 , fait 33 . A l’égard de la seconde , comme elle est 
négative, elle indique qu’il y a une autre question dans 
laquelle prenant x dans un sens tout contraire, la solution 
scroit il; c’cst-à-dirc , que la seconde valeur de x dort 
satisfaire à cette autre question. Trouver un nombre tel que 
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si de son quarrè, on retranche 8 fois ce meme nombre, le reste 
soit 33 : ce qui est en effet ; car le quatre de il est 121 , 
et 8 fois il font 88 , lesquels retranchés de 121 , il 
reste 33 . 

Pour confirmer ce que nous avons dit sur les quantité» 
négatives (62), remarquons que cette seconde question 
mise en équation, donne x* — 8x = 33 , laquelle étant 
résolue selon la règle , donne x = tfc 7 4 ; c’est-à-dire , 

ces deux valeurs , r = I I et x = — 3 , qui sont préci- 
sément le contraire de celles de la première question. 

89. On voit par-là qu’une équation du second 
degré , à une seule inconnue , a toujours deux 
solutions. 

Car les deux valeurs 11 et — 3 , substituées, au lien 
de x, dans l'équation x“ — 8x = 33 , la résolvent éga- 
lement, c’est-à-dire, réduisent également le premier mem- 
bre à 33 . On vient de le voir pour 1 n A l’égard de — 3 , 
son quarré est -{-9; et 8 foi» — 3 , font — 24 , qui re- 
tranchés de + 9, donnent -{- 9 -J- 24, selon ce qui a 
été enseigné (il). 

Mais on voit en même temps que si toute 
équation du second degré a deux solutions , il 
n’en est pas toujours de même de la question 
qui a conduit à cette équation. 

Car dans le cas présent, la seconde valeur — 3 , ne 
résout que la question contraire. Au reste, il arrive sou- 
vent que les deux solutions de l’équation, sont aussi toutes 
deux, solutions de la question. Nous enverrons un exemple 
dans la troisième question. 


1 
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Q^u e st ion seconde: Ondcvoil partager 175 lie. entre 
un certain nombre de personnes ; mais il y en a deux d'absentes et 
qui , par cette raison, ne doivent pas avoir part. Cette circons- 
tance augmente de 10 livres la part de chaque présent; on de- 
mande combien il devait d'abord y avoir de partageons ? 


Si je savois quel est ce nombre , je diviser ois I ~5 par 
ce nombre , pour connoitre combien chacun auroit eu , si 
toutes les personnes eussent cté présente's. Je diviserois en- 
suite par ce même nombre diminué de deux , pour con- 
noître combien chaque partageant aura réellement ; enfin 
je verrois si en ôtant 10 livres de ce second quotient , le 
reste est égal au premier. Imitons ces opérations , en repré- 
sentant par x le nombre cherché. 


Si tous étoient présens , chacun auroit donc ; niais 

s’il manque deux personnes, chaque partageant aura ; 

puis donc que ce dernier nombre doit être plus grand de 

i ?5 175 

x 


10 que le premier, il faut que 


10 : 


Pour résoudre cette équation , je chasse les dénomi- 
nateurs , et selon la remarque faite ( 5 g), j'écris rjb x 
— 10 (x — 2) x — 175 X (# — 2), puis faisant les 
opérations indiquées ,j’ai iq 5 x — 10 x x 20 x = 175 x 
—r 35 o, ou lOxx — 20 x = 35 o ; enfin divisant par 10, 
il vient xx — 2x = 35 , équation i laquelle il ne s’agit 
plus que d'appliquer la règle donnée (87 ). Je prends donc 
la moitié — I du multiplicateur — 2 de x. Je quarre 
cette moitié , ce qui me donne -J- I , que j’ajoute i 
chaque membre, et j’ai x a — 2 x -J- 1 = 36 ; tirant la 
racine quarrée , j’ai x — 1 = ± 6, et par conséquent 
* = ± 6 -f 1 , qui donne * = 7 et « = — 5 . La 
première est le nombre cherché; car 175 divisé par 7, 
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donne s5 ; et 175 divisé par 7 — 2 ou 5 , donne 35 
qui excède 25 de 10. Quant à la seconde , elle résout 
la question où l’on supposeroit qu’il s’agit de partager 
175 livres avec deux nouveaux survenus, et que cette 
circonstance diminue de 10 livres la part que chacun au- 
roit eue sans cela. 

Qu es ti o N troisième: Un homme achète un cheval, 
qu'il vend, au bout de quelque temps , pour 24 pistoles. A cette 
vente, il perd autant pour cent, que le cheval lui avoit coûté . 
On demande combien il V avoit acheté ? 


Si l’on me disoit ce que le cheval a coûté, je vérifïerois 
ce nombre en cette manière. Je le retranchcrois de 100, 
et je ferois cette régie de Trois : Si 100 se réduisent au 
nombre que vient de donner la soustraction , 0 combien le nombre 
prétendu doit-il se réduire? Ayant trouvé ce quatrième terme, 
il devroit être égal à 24. 


Nommons donc x le nombre cherché, c’est-à-dire, le 
nombre de pistoles que le cheval a coûté. Alors puisque 
100 sont supposés se réduire à 100 — x , je trouverai à 
combien x doit être réduit , en faisant cette règle de 
Trois , 1 00 ; 100 — x “ x ; ; le quatrième terme 
(100 — x) x . . r 1001 — xx , 


Arithm. 1C9), ou 


; puis 


donc qu'on suppose que le prix du cheval a été réduit à 
, r 100 x — xx 

24 pistoles , il taut que = 24. 


Pour résoudre cette équation, je chasse le dénomina- 
teur, et j’ai ioox — xx =: 2400, ou en changeant les 
signes xx — 1 00 x = — 2400. Je prends donc (87) 
la moitié de — 100 qui est — 5o; je l’élève an quarré, 
ce qui me donne -f- 25oo à ajouter à chaque membre. 
L'équation devient xx — ioox -f- 25oo — 25oo — 2400 
= 100 , tirant la racine quarrée , j’ai x — 5o = i: 10 , 
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et par conséquent, * = 5 o i: 10 , qui donne ces deux 
valeur» x = 60 et x == 40 , dont chacune résout là ques- 
tion ; en sorte que le prix du cheval peut egalement avoir 
été de 60 ou de 40 pistoles; l'énoncé de la question n’est 
pas suffisant pour déterminer lequel de ces deux prix a 
eu lieu. Si l’on vent vérifier ces deux solutions, on verra 
qu’en supposant que le cheval a été acheté 60 pistoles ; 
puisqu’alors 100 se réduisent à 40 , 60 se réduiront à *4. 
Et dans le second cas, on verra de même , que 100 se ré- 
duisant à 60 , 40 se réduiront à 24. 

go. Dans les qnestions précédentes , l’équation 
a eu deux solutions , l’une positive , l’autre né- 
gative. Dans la dernière , elle en a deux posi- 
tives ; elle peut en avoir aussi deux négatives : 
mais cela n’arrive que lorsque l’énoncé de la 
question est vicieux ; car alors chacune de ces 
deux solutions négatives indique (62) que l’in- 
connue doit être prise dans un sens opposé à 
celui de l’énoncé. 

Par exemple , si l’on proposoit cette question : Trouver 
un nombre tel que si à son juarré on ajoute neuf fois ce même 
nombre, et encore le nombre 5 o , le tout fasse 3 o. 

Cette question mise en équation, donneroit x* -j- g x 
-J- 5 o = 3 o , qui, en suivant les règles données plus 
haut , deviendroit successivement x* -f 9* = — 20 
x*_|_ .20 = 5; tirant la racine qu^r- 

rée , x + | = ± qui donne x — — | + £ = 
- — 4 , et x = — I — -j = — 5 . Ce qui indique que 
la question doit être changée eu cette autre : Trouver 
•un nombre tel que si après avoir ajouté 5 a à son quarré.. 
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87! retranche du tout , g fois ce même nombre demande , 
ii reste 3 o. 

91. L’Algèbre a donc cet avantage , que non- 
seulement elle résout les questions , mais elle 
sait encore distinguer si elles sont bien ou mal 
proposées ; et si elles sont impossibles, elle le 
fait connoître aussi : nous en avons déjà donné 
le caractère (85). 

* 

Si l’on en veut un exemple , il n’y a qu’à résoudre 

la question troisième , en y supposant 26 pistoles au lieu 

1 . • 100 t — xx c 

de 24. L équation sera — =80, ou 100* — ** 

= 2600 , ou xx — 100 x = — 2600 , qui , selon la 
règle { 87 ) , devient x x — 100 x -J- 25oo = 85oo 
— 2600 = — 100 ; tirant la racine quarrée x — 5o 
= ifc \/ ( — 1 00 ) , et enfin * = 5o + y/ ( — 100 ) ; 
or nous avons vu ( 85 ) que la racine quarrée d'une quan* 
tité négative est impossible. 

Question quatrième : Deux personnes se sont réunies 
dans un commerce : l'une a mis 3o louis qui ont resté 17 mois 
dans la société. La seconde n'a fourni ses fonds qu'au bout 
de 5 mois ; cest-à-dire , qu'ils n'ont été que 12 mois dans 
la société. Ces fonds que ton ne connoît point , font , avec 
le gain qui lui revient , 26 louis. Le gain total a été de 
18 louis et | ; on demande ce que le second avait mis , et 
combien chacun a gagné. , 

La question se réduit à trouver la mise du second ; car 
il est évident que le gain de chacun sera facile à trouver 
ensuite. Représentons cette mise , ou le nombre de louis 
de cette mise , par x. Puisque les 3o louis du premier ont 
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été 17 mois dans la société , ils doivent lui avoir produit 
autant que produiroient 17 fois 3 o louis ou 5 iO louis pen- 
dant un mois. Pareillement , puisque la mise x du second 
a été 12 mois dans la société , elle doit lui avoir pro- 
duit autant que 12 fois x de louis ou 12 x, produiroient 
pendant un mois ; ainsi , on peut regarder la société , 
comme n’ayant duré qu’un mois , mais en supposant que 
les mises aient été 5 to et I 2 x ; cela étant , pour savoir 
ce que le secoud doit gagner, il faut ( Arilh. 187 ) cal- 
culer le quatrième terme de cette proportion 5 io -J- 12 x 
: 18 J :: tax : 

„ 11 1 x il} . 

C.e quatrième terme sera , qui revient 

1 5io -4- 12 a: * 


225 x 


; or il est dit dans la question , que le 
5 io + 12 x 1 1 

gain du second et sa mise x font 26 louis ; donc 

225 x , - 

+ X — 20. 

5io -J- i 2 * • 


Pour résoudre cette équation , chassons le dénomina- 
teur , et nous aurons 225 x-(-x (5 lO -j- isx) =: 
26 ( 5 'io -(- 12 x ) , ou , en faisant les multiplications 
indiquées , 225 x + 5 lOx -(- I2xx = i 3 s 6 o 
-j-3l2x. Transposant et réduisant, on a 12 x x -j- 423 x 


423 


= i326o ; divisant par 1 2 , x 1 -I- — — 
1 12 


lâatio 


qui se téduit à x* -f- 


141 


la moitié de 


i4t 


5 qui est 


x = no 5 ; prenant donc 
^ ; élevant cete moitié 


4 ' -» 8 

au quatre, et l’ajoutant à chaque membre, on aura 


*‘ + -T “ + TT" 


,9S8 ' + no 5 = s**" 


04 


Tirant donc la racine quarrée , on aura x -{- 


04 

141 


Digitized by Google 



1 1 1 


DE M A r H È M A T I Q__V E S. 
j/ /jo6oi_\ _ Donc „ — îiL 

r \ J 8 8 


3oi 


± — ; — j qui donne pour la seule valeur , qui satisfasse à 


la question , x — 


3ox 


iGo 


= 2o ; la 


8 8 
mise du second étoit donc de 20 louis , par conséquent 
son gain étoit de 6 , et celui du premier de 12 

92. A l’égard des équations littérales, la règle 
est absolument la même. 


Si l’on avoit i résoudre l’équation abx — axx=b*c; 
conformément à ce qui a été dit (86 et 87) je chan- 
gerois cette équation en axx — abx = — i® c , puis 

en xx — b x = — ; j'ajouterois à chaque membre 


le quarré de — — ; c’est-à-dire , -p 


xx — b x -f- 

* V • < 1 

quarréc *, j’ai x 

enfin x 


bh 

4 


h h 
~ 4 ~ 


l » 


b b 

— — } et j aurois 

4 

; tirant la racine 


= ± ± l / (i±-ilL). 


et 


93. Lorsque l’équation est littérale , elle peut 
se présenter sous une forme plus composée que 
nous ne l’avons vue jusqu’ici ; mais on peut tou- 
jours la ramener à trois termes , en cette ma- 
nière. 

Soit l'équation ax* -p bcx — a* bz=z bx‘ — ai® — ac x. 
Je passe dans un seul membre tous les termes affectés 
de x , en observant d'ccrirc de suite tous ceux qui ont 

* 
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les mêmes puissances de x, et j’ai ax*— bx % bcx 
-j- ucx = a“4 — fl 4“. Je remarque, à présent; qne 
fl x* — 4 x* n’est autre chose que (a — 4 ) X x* , 
ou (a — b ) x* ; pareillement b c x -j- a c x n’est 
autre chose que (uc -}- 4c) x, en sorte que l’équation 
a x“ — 4 x* -j- b c x -J- a c x — z a* b — «4* peut 
s’écrire ainsi (a — 4) x a -{- ( 4 c — a c ) x = a* 4 — a4 2 ; 
or les quantités a, 4, c étant des quantités connues, 
on doit regarder a — 4, 4 c -f- a c , et a a 4 — a 4* 
comme des quantités toutes connues ; on peut donc , 
pour ahrcger , représenter chacune de ces quantités par 
une seule lettre, et supposer a — 4 = m , b c te 
= n , a 1 b — a 4* = /> , et alors l'équation est réduite 
à mx* -\-nx-=p, qui est dans le cas des précédentes ; 
et qui étant résolue suivant les mêmes règles , deviendra 
successivement x* 4- — x = — j puis x* -4- — x 

rn m m 


-J- ^ — ; = - — - -J- ( en ajoutant le quarré de la 


4 m* 
moitié de 


y c’est-à-dire, de ); tirant la racine 

2 m 


quarree 


i * + — — = ± (t~x + 

2 m w \4w* ra y 

— ± |/ (— + — Y 

a m ~ \4 '»* 1 a m J 




94 . Au reste , on ne fait ces sortes de transforma- 
tions que lorsque le calcul qu’on auroit à faire sans elles, 
seroit très-composé; car dans ce même exemple, après 
avoir mis l’équation proposée, sous la forme {a — 4) 
**+ ( 4c + « c ) x=a“4 — a 4*, on peut la 
traiter, sans trop de calcul, comme les précédentes, en 

divisant 
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divisant d’ahord par a — l , ce qui donne x 4 -J- tc + ac 


a — b 


a* b — a b* 
a — b 


• ; maintenant il faut ajouter de part et 
d’autre le quatre de la moitié de 0 c ,., c’est-i-dire, 

a — - u ■ 

, . , le a c 

le quarte ae ; mais on peut se contenter de 

4 2 a — 2 b r 


ainsi on 


V j- •» / le 4- ac \ a 

1 indiquer en cette maniéré ( . \ ; 

^ \ ia — ib J ' 

. f b c a c \ a / bc + ac \ » 

\aa — ib ) \ 2 a — 2b ) 


. , l c + a c 

anra ** -| ; — x 


+ 


a — b 
a 2 b — a b 2 


— ; tirant la racine quarrée , on aura 

, Ic + ac \ / / [~ f te + ac \» , a* b — a l*~\ 

- ao — ai ' J \a a — a b) ' a — b _J* 

etenfin.v = -* C ~ a -^±l/ r(*î±^Y + :£*=^T 

aa — 2 b r |_\2a — aô J a — b 


De la Formation des puissances des 
quantités monomes , de l’extraction 
de leurs racines j et du calcul des 
radicaux et des exposans. 


g5. Nous avons déjà dit qu’on appelle puissance 
d’une quantité, le produit de cette quantité mul- 
tipliée par elle -même plusieurs fois de suite, a 5 
est la troisième puissance ou le cube de a , parce 
que a 3 résulte de a X a X «. La quantité qu’on 
a multipliée est autant de fois facteur dans la 
puissance , qu’il y a d’unités dans l’exposant 
de cette même puissance. 

Algèbre. 

t 


H 


I 


I 
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Ainsi dans a 5 , a est cinq foij facteur ; dans (a -j* b) 1 " 
a 4 - b est 6 fois facteur. 

* J» 

96. Puisque pour multiplier les quantités litté- 
rales raonoraes qui ont des exposans , il suffit (20) 
d’ajouter l’exposant de chaque lettre du multipli- 
cande , avec l’exposant de la lettre semblable du 
multiplicateur , il s’ensuit donc que pour élever 
à une puissance proposée , une quantité monome , 
tl suffira de multiplier l'exposant actuel de chacune 
de ses lettres , par le nombre qui marque à quelle 
puissance on veut élever cette quantité. Nous appel- 
lerons ce nombre l'exposant de la puissance. 

Ainsi pour élever a 1 b 3 c A la quatrième puissance , 
j’écrirai a 8 A la r*, eu multipliant les exposans 2 , 3 et 1 
de a , b , c , par l’exposant 4 de la puissance A laquelle 
on veut élever a*b 3 c. En effet, pour élever a* b 3 c à 
la quatrième puissance, il faudroit multiplier a* b 3 c par 
a*b 3 c, puis le produit par a % b 3 c, et ce second produit 
par a* b 3 c ; or pour faire ces multiplications, il faut (20) 
ajouter les exposans ; puis donc qu’ils sont les mêmes 
dans chaque facteur, il faut ajouter chaque exposant à lui- 
même 3 fois; c’est-à-dire, le multiplier par 4. Le raison- 
nement est le même A quelqu’autre puissance qu’on veuille 
élever un monome, et quels que soient les exposans ac- 
tuels des lettres de ce monome. 


Lorsqu’on a à faire sur les exposans des quan- 
tités , des raisonnemens ou des opérations qui 
ne dépendent point de certaines valeurs parti- 
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culières de ces exposans , mais qui sont égale- 
ment applicables à tomes sortes d’exposans , on 
représente ces exposans par des lettres. 

Ainsi pour en faire l’application à la règle que nous 
venons de donner, si l’on veut clever la quantité quel- 
conque a m b" cf à une puissance quelconque désignée par r, 
on écrira a m, b nr c ,ir . 


97. Si la quantité qu’on veut élever à une 
puissance proposée , étoit une fraction , on élè- 
verait à cette puissance , le numérateur et le dé- 
nominateur. 


, . . a 2 b 3 

Ainsi — 

crf 2 


élevé à la cinquième puissance , devient 


Û 10 ^>5 # Q m b n , f 

- ^ j lo ; pareillement — — — ■ élevé à la puissance r , 


devient 


a mr fjtir 

cf'dr 


98. Si la quantité proposée avoit un coeffi- 
cient , on l'élèveroit à la puissance proposée, en 
le multipliant par lui - même , selon les règles 
de l’Arithmétique. 

Ainsi 4 a 3 b 2 élevé à la cinquième puissance , donneroit 
1024 a l5 i‘°. 

Quelquefois on se contente d’inffiquer cette 
élévation comme pour les lettres ; 

Ainsi on peut écrire 4 5 a ,5 i‘“. 

H 2 
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9g. A l’egard des signes , si l’exposant de la 
puissance à laquelle il s’agit d’élever , est pair, 
le iésultat aura .toujours le signe ■+; ; mais s’il 
est impair , il aura le signe + ou le signe — 
selon que la quantité proposée aura elle-même 
le signe + ou le signe — ; c’est une suiterimmé- 
diate de la règle donnée pour les signes (24), 

100. Il suit de tout ce que nous venons de 
dire , que dans une puissance quelconque, l’ex- 

- posant actuel de chaque lettre contient l’expo- 
sant de sa racine , autant qu’il y a d’unités dans 
l’exposant de la puissance que l’on considère ; 
par exemple , dans la quatrième puissance, l’ex- 
posant de chaque lettre est quadruple de ce qu'il 
fetoit dans la quantité primitive qui en est la 
racine. 

101. Donc pour revenir d’une puissance quel- 
conque à sa racine , c'est-à-dire, pour extraire 
une racine , d'un degré proposé , d'une quantité mo- 
nôme quelconque , il faut diviser F exposant actuel 
de chacune de ses lettres , par le nombre qui marque 
le degré de la racine qu'on veut extraire. On appelle 
ce nombre F exposant de la racine. 

Ainsîpour tirer la radine troisième ou cubique de 
je diviserois chacun des exposans par 3, et j’aurois a* b* ci 
Pareillement pour tirer la racine cinquième de a a “4 1 ' , c â , 
je diviserpis chacun des exposans par 3 , et j’aurois a^b^d 
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* 

En général , pour tirer la racine du degré- r de la quantité 

.... m n 
a m b n , jecrtiou — — — • 

102. A l’égard du signe de la racine , il sera 
indifféremment + ou — si le degré de la ra- 
cine est pair , mais si ce degré est impair , la 
racine aura le signe de la quantité même. 

Ainsi la racine quatrième de a'“A 8 est tfc a 3 b 2 la racine 
cinquième de — <i D b'° , est — a b “. 

1 q 3 . Si la qpantité proposée étoit une fraction , 
on tireroit séparément la racine du numérateur et 
celle du dénominateur. 

104. S’il y avoit des coëfficiens , on en tire- 

roit la racine quarrée on cubique par les mé- 
thodes données en Arithmétique ; et par celle 
qu’on verra par la suite , lorsque cette racine 
est plus élevée. * 

10 5 . Lorsque l’exposant de la racine qu’ou 
veut extraire , ne divise pas exactement chacun 
des expo sans de la quantité proposée , c’est une 
preuve que cette quantité n’est point une puis- 
sance parfaite du degré dont il s’agit. Alors , 
l’exposant reste fractionnaire , et marque une 
racine qui reste à extraire. 

Ainsi, si l’on demande la racine cubique de a 5 i 3 c*, 
ou aura a 3 b ou a 3 bccT , dans laquelle l'exposant j 

H 3 
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marque qu'il reste encore à extraire la racine cubique 
de c. 


1 06. On indique aussi les extractions de racines 
supérieures au second degré , en employant le signe 
■p/ ; mais on place dans l’ouverture de ce signe , 
le nombre qui marque le degré de la racine dont 
il s’agit. 

Ainsi V a, marque la racine cubique de a ; V* a marque 
la racine septième de a. Il faut donc regarder ces deux 

3, i 

expressions Va et «5 comme signifiant la même chose; 
il en est de même de a* et a^. 


107. La remarque que nous venons de faire (1 o 5 ) 
peut servir à simplifier les quantités radicales ou 
affectées du signe . 


Par exemple, si j’avois l/a 4 i 5 ; comme cette quantité 
44 a * 

équivaut à a 3 b a ou à aa 3 éi 5 qui n’est autre chose (io5) 
que ab~V ab* ; j’anrois donc 1 / a* b 5 — abty a b*. 

De même V ~ — a = a V t 

J f % f' J 


ou bien en multipliant le numérateur et le dénominateur, 

31 » 

1 / a 3 ,/ a 3 f a 1 JL 


fV.f- 


108. S’il y avoitnn coefficient, on chercheroit 
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à le décomposer en facteurs dont le produit fût 
une puissance parfaite du degré de la racine qu’on 
veut extraire, ou un multiple de cette puissance, 
et on opèrcroit comme dans les exemples pré- 
cédens. 

Par exemple , si on avoit y 48 a .* b 3 , on le transfor- 
mcroit en y 3 X 16 a 1 b 3 ou [/ 3 X 4 i 3 qui se réduit 

à 4 a b y 3 b. Pareillement y Si a° b* — 3 . 27 a 3 b* — 

3 ab\ 3 a* b. 


109. Lorsque la quantité est complexe , il ne 
faut pas diviser chacun de ses exposans ; mais 
il faut considérer la totalité de ses parties, comme 
ne faisant qu’une seule quantité dont l’exposant 
est naturellement 1 , que l’on divise par l’expo- 
sant de la racine qu’il s’agit d’extraire , ce qui 
n’est , à proprement parler , qu’une indication 
de cette racine. 


Par exemple , au lieu d cV«’ -f qui est la même chose 

que + 4“ ) » on écrit (a 1 l 1 )* ou a % -J- 4 “ - . 


Si la quantité totale qui est sous le radical , 
avoit déjà un exposant , on diviscroit de même 
cet exposant , par celui de la racine qu’on a 
dessein d’extraire. 

Ainsi, au lieu de -j- b * ) 3 , on peut écrire 

'{«» + 4 1 )*. 

H 4 


f’ 
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110. L’addition et la soustraction des quan- 
tités radicales se réduit à les joindre par le signe 
de ces opérations , si elles sont dissemblables ; 
ou à ajouter ou soustraire leurs coëfficiens , comme 
dans l'addition et la soustraction ordinaires , si 
elles sont semblables. 


Ainsi pour ajouter 1 / a avec \Z b , on écrira Ÿa + Ÿs. 
Pour retrancher 7a l/i de 9 a\Z b , on écrira 2 a i/b. 


111. Pour multiplier ou diviser les quantités 
radicales du même degré , on opérera comme s’il 
n’y avoit pas de radical , et on donnera au produit 
ou au quotient , le radical commun. 

Ainsi l/a 5 X V"o 3 = V* a 8 = V^a 7 a r= a "Va. 

V a* b 3 X Ÿ a 3 b* = V* a 5 i 5 : ai ; a 2 V — = l/ a 5 

a a 

Pareillement y' ( — a) X [/ b = [/ (— ab). 

V (— “) X )/ (— b) = V/ (— « X — b) = — V/ ( al ). 

Ce dernier exemple mérite une explication : 
il paroîtroit que y ( — a) X. y ( — b ) donnant 
suivant la règle y ( — a x — b ) , et par con- 
séquent y ( + ai ) ou y a b ; et tout radical 
pair j 1 o 2 } étant susceptible des deux signes ± , 
on devroit avoir db y a b ; mais il faut observer 
-que y{—a)=ya.y(—i) ttyi^—b) 

— y b . y — 1 , donc y [ — a ) xy{ — b) 
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— -y/ a .a/ — i y /4 . y/ — i = y/ a . y/ b 

. i/( — 0-\/( — >)== V ab ■ V ( — 1 )’ ï 

or -y/ ( — î )* n’est pas indifféremment ± 1 , 
parce que l’existence actuelle du signe — dans 
y/ ( — 1 ) a fait connoître par quelle opération 
on arrive an quarré ( — i )* dont il s’agit d’ex- 
traire la racine. 

7 7 

lia. Pour diviser ya 5 par y « 3 , on divisera 
a 3 par a *, et l’on donnera au quotient a* le signe 

7 7 

y , ce qui donnera y a s . 1 


De même 




a* 1 3 




= 


a* P 
a a £ 


= V 4*4*? 


5 - Ê = V 


■^ û3 
= ~p“ 




V -4- = -s — ~z ; car la racine 

a ■ y/ a * 


cinquième de i est i. En général, toute puissance, ou 
tonte racine de l’unité , est l’unité. 


1 1 3 . S’il s’agit d’élever un radical quelconque 
à une puissance dont l’exposant soit le même 
que celui du radical , il suffira d’ôter ce radical ; 

ainsi (*•>- a ; ce qui est évident en gé- 
néral , si l’on fait attention que l’objet est alors 
de ramener la quantité à son premier état. 

- Pour élever une quantité radicale monome à 
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une puissance quelconque , il faut élever chacun 
de ses facteurs à cette puissance , selon la règle 
donnée (96). 

Ainsi "V a* b 3 élevé à la puissance quatrième, donne 
1 / a* b‘ a , qui se réduit à ab\/ab 5 ; ce qu’on peut voir 

7 

encore en cette autre manière , y a 1 b 3 étant la même 
» a 

chose {106) que a 1 b 7 ; pour élever celui-ci i la qua- 
trième puissance, je multiplie ses exposans par 4, ce qui 
S 1 » 15 ? . • 

me donne a 7 b~?~ = aba^ b 7 r= a b y a b 3 . 

1 1 4. Pour extraire One racine quelconque d’nne 
quantité radicale , il faut multiplier l’exposant 
actuel du radical , par l’exposant de cette nou- 
velle racine. 

5. 

Ainsi , pour extraire la racine troisième de y cfi , on 
1 5. » 5 , a 

écrira y a* , en multiplant 5 par 3 . En effet , y a* = aS : 

or ( toi ) pour extraire la racine de celui-ci , il faut diviser 

4 

son exposant par 3 , ce qui donne a 1 *; qui est la mèmt 

1 5 y 

chose que y a*. 

11 5 . Lorsque les quantités radicales propo- 
sées , ne sont pas toutes du même degré , il 
faut pour pratiquer sur elles les opérations de 
multiplication et division , les ramener au même 
degré , ce qui est facile par cette règle. 

S'il n'y a que deux radicaux , multipliei l'expo - 
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sant de £un par l'exposant de l'autre ; le produit 
sera l'exposant commun que doivent avoir les deux 

radicaux : èlevei en même temps la quantité qui est 
sous chaque radical , à la puissance marquée par 
l'exposant de l'autre radical. 

Par exemple, pour réduire i un même radical , les deux 

quantités VV et V"a*, je multiplie 5 par 7 , et j’ai 35 

ss, 

pour l'exposant du nouveau radical qui sera y ; j’élève a 3 
à la septième puissance, et a* à la cinquième, ce qui me 

donne a al et a“° ; en sorte que les quantités proposées sont 

■ S 5. 3 5, 

changées en V 4 ’ 1 et V a îo . 


S’il y a plus de deux quantités radicales , mul- 
tipliez entr'eux les exposons de tous les radicaux ; 
le produit sera l'exposant commun que doivent avoir 
tous ces radicaux. Elevez , en même temps , la 
quantité qui est sous chaque radical , à une puis- 
sance d'un degré marqué par le produit des exposons 
de tous les radicaux autres que celui dont il s'agit. 

Par exemple, si j’avois les trois radicaux T/ a 3 , "V^o* et 

■f/a’ , je multiplierois les trois exposans 5 , 7 et 8 , ce qui 
me donneroit 280 pour l’exposant commun des nouveaux 
radicaux ; j’élèverois a 3 à la puissance 7 X 8 ou 56 ; a 1 à 
la puissance 5 X 8 ou 40 ; et a 7 à la puissance 5 X 7 ou 

35 , ce qui me donneroit Y a 168 , Y a 8 ° , Y a** 5 - 

La raison de cette règle est facile à appcrce- 
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voir , en observant snr le premier exemple , que 
lorsqu’on élève , selon la règle , a 3 à la sep- 
tième puissance, on rend a , 7 fois aussi souvent 
facteur qu’il l’étoit . mais en rendant l’exposant 
de son radical 7 fois aussi grand qu’il l’étoit , on 
rend a , 7 fois moins souvent facteur ; il y a 
donc compensation , et il n’y a que la forme de 
changée. 

116. On peut conclure de ce raisonnement, 
que lorsque l’exposant de la quantité qui est 
sous le radical , et celui du radical même , ont 
un diviseur commun, on peut en simplifier l’ex- 
pression , en divisant par ce diviseur commun , 
l’un et l’autre de ces deux exposans. 

I 2, f u Z, 

Par .exemple , Va*, peut se réduire à y a* , en divi- 

4 § * 

sant 18 et 8 par 4. Pareillement y a* peut se réduire à. 

s, 

ÿ a ; y a 3 se réduit à y' a. 

117. Concluons encore que lorsque l'exposant 
de la racine qu’on veut extraire est un nombre 
composé du produit de deux ou plusieurs autres 
nombres , on peut faire cette extraction succes- 
sivement en cette manière : 

Supposons qu’on demande la racine sixième de ; je 
puis tirer d’abord la racine quarree , puis la racine cubique ; 
•et j’aurai la racine sixième. En effet, V" a 1 *, se réduit (.116) 
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3y ly 

à V a ,ft » puis à y a 4 ou a 4 , ce qui est la même chose que 
si Ton avoit pris tout de suite la racine sixième de a a4 en, 
divisant l'exposant 24 par 6 ( loi J. 

An reste , comme les exposans fractionnaires 
tiennent lieu des radicaux , et que les premiers 
sont plus commodes à employer dans le calcul 
que les derniers , nous dirons encore un mot sur 
le calcul des exposans. 

Si j’avois V a 3 à multiplier par y a 4 , je changerois 

f i 

X « * , qui ( 20 ) donne 

l î , 5, 5, 

aJ ou qui se réduit à a V a % . Si j’avois y a 3 à 

multiplier par y a* , j’écrirois a à X * 7 ou a s ’ 7 , ou 

(en réduisant les deux fractions au même dénominateur), 
ai 20 

« 


, ai 6 

35 ou aas qui revient à aa’3s, ou enfin à 


a 

JL 

En général, -y a" X ■y'’ a r i' se change en a m b "» 

L-L i , £_ 

X'a 9 h 1 qui revient A a 9 b m 9 , ou 

q n -f- m r 

( en réduisant au même dénominateur ) a <} m 
p q -f- ms 

qm 

b ( i m , ou enfin ( io5 ) à y/ a* a '* mmr + Il 

i/ ai 

eu est de même de la division ; — r — 5 — se chanee 
a 3 1 5y 

en — r =: ( 3i ) , ou enfin en V *• Pareillement 

a 3 


v.-A 
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3 4 4 , 

se change en — ï — r = a 5 — ?Js — i 

y a a b 3 a 7 b’ 

I 

ou ( en réduisant les fractions au même dénomma* 


ai — 10 28 — 15 


teur) a 

35 b 55 • 

, qui 

se 

réduit à 

Il 13 

d 3 S 3 3 

qui est 

la même chose 

que f 

a" 

b' 3 . Eu 

général , 

\/ a" b? 

— JL 

a m t m 


n 

r P 

S 

9. 

1 Va' b 1 

r s 

fl T b~ 

a 

m 

9 b m 

9 

lü 

— mr pq — ms 

qm 




ZZZ fl 

qm h q m 

= v/ 

a* n 

~ mr bPi — 

m s 


118. Dans ce dernier exemple , nous avons 
retranché l'exposant de chaque lettre du déno- 
minateur , de l’exposant de la lettre correspon- 
dante dans le numérateur. La règle que nous 
avons donnée (Si ) pour la division , ne semble 
le permettre que lorsque l’exposant du dénomi- 
nateur est plus petit que celui du numérateur; 
mais cela s# peut en général , en donnant à 
l’excédant le signe — , après la réduction faite ; 
en sotte qu’on peut en général remettre tome 
fraction algébrique sous la fcnne d’un entier. 

Par exemple, au Heu de > on peut écrire a 3 b ~ 2 . 
En effet , suivant l'idée que nous avoDs donnée de li 
division , l’effet d’un diviseur est de détruire dans le divi- 
dende tous les facteurs qui se trouvent dans le diviseur j 

I 
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dans — — j qui se réduit à a 3 , le diviseur a", détruit 
a‘ * 

dans a 5 deux facteurs égaux à a. Pareillement , daus la 
a 3 

quantité - l'effet de 4’ doit être de détruire dans a 3 
deux facteurj égaux à 4. Or quoique ces facteurs n’y 
Soient pas explicitement, on peut toujours se les repré- 
senter : car on conçoit que a contient 4 un certain nombre 
de fois , soit entier , soit fractionnaire : soit m ce nombre 

de fois ; alors a vaut donc m fois b, ou m b : la quan- 

. , o - 1 , m 3 b 3 . , . . , 3 , . 

tite — sera donc — qui se réduit à m J 4; or la 

b 2 b* * 

quantité a 3 4""* devient en pareil cas m 3 4 3 b ~ 1 , ou { 2 o) 

a 3 

m 3 4 3— 1 , c’est-à-dire , m 3 b ; donc — - — revient au même 

b % 

que a 3 4 — a . 

Donc en général on peut faire passer me quan- 
tité , du dénominateur au numérateur , en récrivant 
dans celui-ci comme facteur , mais avec un expo- 
sant de signe contraire à celui quelle avait dans 
le dénominateur. 

Aiusi , au lieu de —V > on peut écrire i X a -3 ou 
simplement a -3 ; au lieu de — — } ou peut écrire a.~ m ; 

au lieu de “ on peut écrire a m 4" c~ r i~s. Au lieu 

cP dl r 

de on peut écrire (a 3 -f- 4 3 ) (a* -(- 4*)“' ; 

-, , . . , ... j V'ta 3 + b 3 )* 

et eu éeard à tout ce qui précédé , au heu de — 

r \ ^(a* + 4*j J . 
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on peut écrire ^ j > et enfin ( a 3 + i 3 ) f X 

( a* + b 1 )-*' 

I 

11 g. Et réciproquement, si une quantité est 
composée de parties qui aient des exposons négatifs , 
on pourra faire passer ces parties au dénominateur , 
en rendant leurs exposons positifs. 

„3 

Ainsi, au lieu de a 3 i * , on pourra écrire — — i au 

0 + 

lieu de a m ~ 3 qui est la même chose que a m X a ~ 3 on 

, . a m . . , . 

pourra ecnre : — y et ainsi de suite. 

De la formation des puissances des 
quantités complexes et de l’extrac- 
tion de leurs racines. 

1 20. Suivant l'idée que nous avons donnée 
des puissances, il ne s’agit, lorsqu’on veut élever 
une quantité complexe à une puissance pro- 
posée , que de multiplier cette quantité par elle- 
même, autant de fois moins une qu’il y a d’unités 
dans l’exposant de cette puissance : mais en se 
bornant à ce moyen , on tomberoit souvent dans 
des calculs très^longs pour parvenir à des ré- 
sultats qu’on peut avoir à bien moins de frais , 
en réfléchissant un peU(Sur les propriétés des pro- 
duits de quelques-unes de ces multiplications. 

Nous 
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Noûs allons nous occuper des puissances des 
quantités binômes , parce que celles-ci conduisent 
à la formation des puissances des quantités plus 
composées ; mais pour mieux faire sentir l’éten- 
due de ce que nous avons à dire , nous repren- 
drons les choses d’un peu plus haut ; nous exa- 
minerons quelle est la nature des produits que 
l’on trouve en multipliant successivement plu- 
sieurs facteurs binômes qui auraient tous un 
terme commun : cette recherche qui nous con- 
duira directement à notre objet , nous fournira 
en même-temps plusieurs propositions qui nous 
seront très-utiles par la suite. 

191. Soient donc x + a , x + b , x + c, 
x 4 ■ d , etc. plusieurs quantités binômes qui ont 
tomes le terme x commun , et qu’on veut mul- 
tiplier les nnes par les autres. 

En multipliant x + a 
par .... x + b 
.1 , 

on aura x* + ax + a b 

N j 

+ bx. 

Multipliant ce produit par x -f c , on aura 
x 3 + ax* + abx -J- abc 

' t 

4- ix s 4- ocx 
4 £x* -4 ècx. 


Algèbre. 


I 
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Multipliant ce second produit par x + d , 
on aura 

x 4 + ax 3 + obx * + abcx -f- abcd 
+ bx 3 + acx* ■+ abdx 
+ ex 5 + udx* acdx 
+ dx 3 + bcx* + bedx 
+ cdx' , 

+ cdx* , 

et ainsi de suite ; ce qui noos fournit les obser- 
vations suivantes , en prenant pour un terme 
tout ce qui est dans une même colonne. 

i°. Le premier terme de chaque produit est 
toujours le premier terme x , de chaque binôme , 
élevé à une puissance marquée par le nombre de 
ces binômes ; en sorte que si le nombre des 
binômes étoit m , le premier terme de ce pro- 
duit seroit x™. 

2 °. Les puissances de x vont ensuite en dimi- 
nuant continuellement d’une unité jusqu’au der- 
nier terme qui ne renferme plus d’x. 

3°. Les multiplicateurs de chaque puissance 
de x , ( que nous nommerons à l’avenir , mul- 
tiplicateur dn terme où se trouvent ces puissances) 
sont, pour le second terme, la somme des seconds 
termes a, b , c , etc, des binômes ; pour le troi- 
sième terme , la somme des produits de ces 
quantités a , è, c , etc. multipliées deux à deux ; 
pour le quatrième , la somme des produits de 
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ces quantités a , b , c , etc. multipliées trois à 
trois ; et ainsi de suite jusqu’au dernier qui est 
le produit de toutes ces quantités. Ces consé- 
quences sont évidentes , quel que soit le nombre 
des quantités * + a , x -(- b , etc. qu’on a mul- 
tipliées. 

122. Si l’on suppose maintenant que tontes 
les quantités a , b , c , etc. soient égales, auquel 
cas tous les binômes qu’on a multipliés seront 
égaux , les produits trouvés ci-dessus , seront 
donc les puissances successives de l’un quel- 
conque de ces binômes , de x + a, par exemple, 
si l’on suppose que les quantités b , c , d , etc. 
sont , chacune , égales à a. Si l’on met donc <z 
dans ces produits , au lieu de chacune des lettres 
b,c, d, etc. on aura les résultats suivans pour 
les valeurs des puissances qui sont marquées à 
côté. 

x* -p 3 a x -p a“ = ( x -p o ) a 
x 3 -p 3 a x 1 -p 3 a” x -p a J = ( x -p a ) 3 
jd -p 4 a x 3 -p G a* x 1 -p 4 a 9 x -p a* = ( x -p a )♦. 

Où l’on voit que si m est l’exposant de la puis- 
sance à laquelle on veut élever le binôme , les 
puissances successives de x seront x m , x*— * , 

x m ~ 1 , x ™ -3 , x m_ 4 , etc. 

Mais on ne voit pas aussi évidemment com- 
ment les coëfficiens des difFérens termes de chaque 

1 2 
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puissance dérivent les uns des autres , ni quelle 
est leur dépendance de l’exposant m , dont ils 
dépendent cependant comme on va le voir. 

123. Pour trouver la loi de ces coëfficiens, 
il faut retourner à nos premiers produits , et 
remarquer que puisque le multiplicateur du se- 
cond terme est la somme de toutes les quantités 
a, b , c , etc. il faudra , lorsque toutes ces quan- 
tités seront égales à a , qu’il soit composé de a , 
pris autant de fois qu’il y a de ces quantités ; 
donc si leur nombre est m , ce multiplicateur 
sera m fois a , ouma , c’est-à-dire , que son coeffi- 
cient m scTa égal à l’exposant du premier terme 
de cette puissance. C’est çe que l’on voit aussi 
dans les trois puissances particulières que nous 
avons exposées ci-dessus. 

Voyons maintenant quels doivent être les mul- 
tiplicateurs des autres termes. Il est évident que 
tous les produits ai, ac, ad, bc , bd , etc. de- 
viennent chacun égal à a a , dans la supposition 
présente ; pareillement tous les produits abc , 
a b d , etc. deviennent chacun égal à a 3 , et ainsi 
de suite. Donc le multiplicateur du troisième 
terme de chacun, de nos premiers produits se 
réduit alors à a a pris autant de fois que les lettres 
a , b , c , etc. peuvent donner de produits deux 
à deux. Pareillement , celui du quatrième se réduit. 
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à a % pris amant de fois que les lettres a ,h ,i , etc. 
peuvent donner de produits trois à trois , et ainsi 
de suite ; donc pour avoir le coefficient numé- 
rique , des troisième , quatrième , efc. termes 
de la puissance m du binôme * + a , la ques- 
tion se réduit à déterminer combien un nombre m 
de lettres a , b , c , etc. peut donner de produits 
différens , lorsqu’on prend ces lettres deux à 
deux , trois a trois , etc. 

1 24. Or je remarque que si l’on a un nombre- 
quelconque m de lettres , et qu’on les combine 
de toutes les manières imaginables deux à deux , 
trois à trois, quatre à quatre, etc. sans répéter 
une même lettre dans une même combinaison , 
je remarque y dis-je , 

i°. Que le nombre des combinaisons deux 
à deux , sera double du nombre des produits 
de deux lettres réellement différens. En effet , 
deux lettres peuvent être combinées l’une avec 
l’autre de deux manières différentes ; par exemple , 
a a b donnent ces deux combinaisons a b et b a ; 
mais ces deux combinaisons ne font pas deux 
produits différens. 

2 0 . Le nombre des combinaisons de plusieurs 
lettres trois à trois , sera sextuple du nombre 
des produits de trois lettres , réellement distincts : 
en effet , pour avoir les combinaisons de trois 

I 3 
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quantités a , b , c , ii faut , après en avoir com- 
biné deux , a et b , par exemple , ce qui donne 
a b et b a , combiner la troisième c avec chacune 
des deux premières combinaisons , c’est-à-dire , 
lui donner toutes les dispositions possibles à 
l’égard des lettres a et b qui entrent dans a b et b a; 
or cela donne six combinaisons de trois lettres , 
comme il est évident parles dispositions suivantes 
abc , acb ,cab , bac , bca , cb a; mais ces six com- 
binaisons ne font chacune que le même produit. 

Un raisonnement semblable prouvera que quatre 
quantités sont susceptibles de vingt - quatre com- 
binaisons , dont chacune cependant ne fait que 
le même produit ; donc le nombre des produits 
distincts qu’on peut avoir en combinant plusieurs 
lettres quatre à quatre , est la vingt - quatrième 
partie du nombre total de ces combinaisons. Pa- 
reillement, le nombre des produits distincts qu’on 
peut avoir en combinant plusieurs lettres cinq à 
cinq , six à six , sept à sept , etc. est la cent 
vingtième , la sept cents vingtième , la cinq mille 
quarantième , etc. partie du nombre total de ces 
combinaisons, c’est-à-dire, est, en général, ex- 
primé par une fraction qui a pour numérateur 
le nombre total des combinaisons , et pour dé- 
nominateur le produit de tous les nombres i , 
2,3,4, elc - jusqu’à celui qui marque de com- 
bien de lettres chaque produit est composé. 
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125. Voyons donc quel est le nombre total 

* 

des combinaisons que peut donner un nombre m 
de lettres a , b , c , etc. prises deux à deux r 
trois à trois , etc. • 

Il est évident pour les combinaisons deux à 
deux , que puisqu’une même lettre ne doit pas 
être combinée avec elle - même , elle ne peut 
l'être qu’avec les m — 1 autres r et par consé- 
quent elle doit donner m — 1 combinaisons ; 
donc puisqu’il y a m de lettres en tout , elles 
donneront m fois (m — 1 ) ou m . ( m — i ) 
combinaisons. Donc suivant ce qui vient d’être 
dit (124) , le nombre des produits de deux 

lettres , réellement différentes , sera m . -■ -■ 

A l’égard des combinaisons trois à trois : pour 
les avoir , il faut que chacune des combinaisons 
deux à deux , soit combinée avec chacune des 
lettres qu’elle ne renferme point , c’est-à-dire v 
avec un nombre de lettres marqué par m — 2 ; 
donc chacune de ces combinaisons donnera m - 2 
combinaisons de trois lettres ; donc puisqu’il y 
.a m ; ( m — 1 ) combinaisons de deux lettres 
dont chacune doit donner m — 2 combinaisons 
de trois lettres , il y aura en tout m . {m — 1 ) 

. ( m — 2 ) combinaisons de trois lettres , donc 
puisque (124) le nombre des produits réellement, 
distincts , est la sixième partie de ce nombre total 

I 4 
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de combinaisons , il sera 


(m — i) 



m — i 

ou m • 

3 



On prouvera de même , qne le nombre des 
combinaisons quatre à quatre , sera m . ( m — i } 
, ( m — 2 ) . (m — 3); car il faudra combiner 
chaque combinaison de trois lettres , avec toutes 
les autres lettres que cette combinaison ne ren- 
ferme point , et qui étant au nombre de m — 3 
donneront , pour chaque combinaison de trois 
lettres , m — 3 combinaisons de quatre lettres, 
donc le nombre des combinaisons trois à trois 
étant m . [m — i ) . ( m — 2), celui des com- 
binaisons quatre à quatre sera m . {m — 1 ) . 
( m — 2) . ( m — 3); et puisque le nombre des 
produits quatre à quatre réellement différens , est 
la vingt-quatrième partie de ce nombre de com- 


binaisons , il sera donc m • 




m — 3 

~ 4 ~‘ 


Le même raisonnement prouvera que le nombre 
des produits distincts qu’on peut former en mul- 
tipliant un nombre m de lettres cinq à cinq , six 

\ . m — 1 m — 3 

a six , etc. sera exprime par m - — - — * — - — 

m— - 3. m— 4 m — 1 m — 3 m — 3 m — 4 

4 5 r a 3 4 5. 

Ta — 5 ... 

* — : — i et ainsi de suite. 

b 


126. Concluons donc de là , et de ce qui a 
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été dit (122) , que les ternies successifs du bi- 
nôme x -f- a élevé à la puissance m ou de (x + a)”* 
sont 

x"» + m a x m ~' + m . ™~ - a * x" 1 — * + m - 
• — - — a* x m — 3 + etc. 

C’est-à-dire , que le premier terme de la suite 
ou série qui exprime cette puissance , est le pre- 
mier terme x du binôme , élevé à la puissance m ; 
qu 'ensuite les exposans de x vont en diminuant 
d’une unité , et ceux de a en augmentant d’une 
unité , à partir du second terme où il commence 

à entrer. A l’égard des coëfficiens m,m ■ - — - > etc. 

il faut remarquer que celui du second terme est 
égal à l’exposant du premier ; que celui du troi- 
sième qui est m . — — est le coefficient m du pré- 
cédent , multiplié par ; c’est-à dire , par la 

moitié de l'exposant de x dans ce même terme 
précédent. Pareillement , le coefficient du qua- 

trieme qui est m • — — • — — , nest autre chose 
que le coefficient m ■ ” ■ 1 du terme précédent, 

multiplié par — -— ) c’est-à-dire , par le tiers de 

l’exposant de x dans ce même terme précédent , 
et ainsi de suite. Toutes ces conséquences , que 
l’inspection seule fournit , nous conduisent à 
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cette règle générale : Le coefficient de Lun quel- 
conque des termes , se trouve en multipliant le coeffi- 
cient du précédent , par l'exposant de x dans ce 
même terme précédent , et divisant par le nombre des 
termes qui précédent , celui dont il s'agit. 


Formons d’après cette règle , la septième puissance de 
* -f- a , pour servir d’exemple. Nous aurons (x -f- ap 
= x 7 -J- 7 a x s + ai a* x 5 35 a 3 x* -f- 35 a* x 3 
-J- a i a 5 x 1 -f- 7 a 5 x a 7 . En écrivant d’abord x 7 r 
puis multipliant celui-ci par 7 , diminuant l’exposant d’une 
unité et multipliant par a , ce qui donne 7 a x 6 . 

g 

J® multiplie celui-ci par — > je diminue l’exposant de * 


d'une unité, et j’augmente celui de a d’une unité, et j’ai 
Il a* x 5 pour le troisième terme. 


Je multiplie ce troisième , par — , je diminue l’exposant 


de x d’une unité, et j’augmente celui de a d’une unité , ce 
qui me donne 35 a 3 x* pour le quatrième terme ; il est aisé 
d’achever. 


Si au lieu de x + a , on avoit x — a ; alor» 
les termes auroient alternativement les signes -f- 
et — , à commencer du premier ; car si dans a i , , 
par exemple , on substitue — a au lieu de + a , 

- le signe ne changera point (24) ; mais il chan- 
geait , si l’on substituoit — a dans une puis- 
sance impaire de a. 

La même formule que nous venons de donner 
peut servir à élever à une puissance proposée , 
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non-seulement un binôme simple comme x + a , 
mais encore un binôme composé tel que x’ + a* 
ou x* + a ou x* + a 5 , etc. et mêipe à élever 
non-seulement à une puissance dont l’exposant 
seroit un nombre entier positif , mais encore à 
une puissance dont l’exposant seroit positif ou 
négatif , entier ou fractionnaire. Mais ces usages 
exigent pour plus de commodité que nous lui don- 
nions une autre forme. 


127. Reprenons donc la formule (x + a)” 


= x m + m a x m — ‘ + m 

I 771 2 


x m a + 


m 


+ . etc. 


Suivant ce que nous avons dit (119), on peut , 

• # • X m . , 

au lieu de x m ~~ l , ecnre : au lieu de x m ““* , 

X 

. . x m , . , « . . x m . 

écrire — — ; au lieu dex m— 3 , écrire — ^ > et ainsi 
de suite. Conformément à ce principe , nous 
pourrons donc changer notre formule en cette 

autre , ( x + a ) m = x m — 1- m • — _ 


— | - m • — 

-2 771 3 

4 


X 
a 3 x m 


+ m- 


t \ x m 


> etc. 


3 4 

Si l'on fait attention maintenant que tous les 
termes ont pour facteur commun x m , on pourra 
donnera la formule, cette autre forme (x + a) m 


X* (-1 + *1 + » 


771 I û a 


r + » 
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——— — ~r + etc. ) dans laquelle x m est censé 

multiplier tout ce qui est entre deux crochets. 
De-là nous concluons la règle suivante , pour 
former d’une manière commode la suite ou série 
des termes qui doivent composer la puissance 
m du binôme * + a. 


128. Écrivez sur une première ligne , comme 
il suit , les quantités 

m — 3 m — 4 


m j 

a 

1 -f - m — 

X 

m — 2 
5 

m — 3 cfi 


m — 1 
* 3~~~ * 

a* 


4 5 

1 a» 

- -r + m 


etc.. 


+ m 


> etc. 


Et ayant écrit Tunité au-dessous et à une place 
plus avant sur la gauche , formez la suite infé- 
rieure , par cette loi. 

Multipliez cette unité , par le premier terme 
de la suite supérieure et par > et vous aurez 
le second terme de la série inférieure. 

Multipliez ce second terme , par le second 
terme de la suite supérieure et encore par 

et vous aurez le troisième terme de la série in- 
férieure. 

Multipliez ce troisième terme , par le troisième 
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de la suite supérieure et encore par , et vous 
aurez le quatrième terme de la série inférieure ; 
et ainsi de suite. 

Réunissez tous ces termes de la série infé- 
rieure , et multipliez la totalité par x m , vous 
aurez la valeur de ( * -f- a ) m . 

129. Si au lieu de x+a, on avoit x’ -f- a a , 
ou * 3 + « 3 1 ou , etc. au lieu de multiplier suc- 
cessivement par — > on multiplicroit par 
dans le premier cas , par -^r- dans le second , 

et en général par le second terme du binôme 
divisé par le premier ; et on multiplieroit la tota- 
lité , dans le premier cas , par x‘ élevé à la 
puissance m ; et dans le second cas , par x’ élevé 
à la puissance m ; c’est-à-dire , en général , par 
le premier terme du binôme , élevé à la puis- 
sance proposée. 

Enfin si le second terme du binôme , au lieu 
d’avoir le signe + avoit le signe — , au lien 
de multiplier successivement par — , lorsqu’on 

a a 

a x -f - a , ou par — — , lorsqu’on a x“ -f- a % , on 
multiplieroit successivement par — — , ou par 
— y et ainsi de suite. 
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Supposons , pour donner un exemple , qu’on demande 
la sixième puissance de x 3 + a 3 :‘je procède comme 
ci-dessons. . . 

/-543a i 


1+ + 


X 3 

6 e’ 5 
— ITT” 


5a 6 îo j 9 i5 a 1 * 

+ _ n - T 


+ 


*6 

a- 8 

X 1 ® 


X 9 


.54 

C’est-i-dire , qu’ayant écrit la suite 6 , — — i etc. 


m — i m — 3 
-y , ; — -, etc, et 


qui répond à m , — ^ ^ ^ 

ayant écrit au-dessous, l’unité, pour premier terme de 

la seconde suite ; je multiplie ce premier terme , par le 

a 3 

premier terme 6 de la suite supérieure , et par - , ce 

qui me donne pour second terme. Je multiplie 

■ ^ par le second terme — de la suite supérieure , 

a 3 . i5a 6 ... 

ct p 3P — _ , et j ai — — pour troisième terme , et 

ainsi de suite. Enfin je multiplie la totalité des termes 
Tonnés suivant cette loi, par x 3 élevé à la puissance 6, 


6 <x 3 x*® 

c’est-i-dire (96), par x‘ 8 , et j’ai x' 8 -|~ - — —5 — 


15 a 6 * 18 


ao a 3 x' 8 . i5 s'* x' 8 


x9 


+ 


+ 


6 o l5 x' 8 


+ 


— — — > qui se réduit 1 *'' + 6 <i 3 x' 5 -j- l5 a s x 11 
-J- îo a 9 x 9 -j- i5 a‘“ x 6 -f- 6 a 15 x 3 + a 18 . 


l3o. Si au lieu d’un binôme on avoit un trinôme 
i élever i une puissance proposée ; si l’on avoit , par 
exemple, a + b -j- c i élever à la troisième puissance,' 
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on feroit A -}- c — m , et l’on auroit a m i élever 
À la troisième puissance , qui selon les règles qu’on vient 
de donner, seroit a 3 3 a* m -f- 3 a m a -j- m 3 . Re- 
mettant maintenant , au lieu de m sa valeur b c , 

on auroit a 3 -J- 3 a’ ( 1 -f c ) -f- 3 a ( A -f- e )* 

+ ( A -f- c ) 3 . Or les puissances (A + e),(A c ) a , 

( A -f- c) 3 , étant toutes des puissances de binôme, se 
trouveront également par les règles précédentes ; il ne 
s’agira plus que de les multiplier respectivement par 3 a a , 
3 a et 1 . En achevant le calcul, on trouvera a 3 - 4 - 3 a u b 
3a a c-t-3aA a -j-6aAc+3ac*-i-A 3 +3A*c 
+ 3 A c“ + c 3 . 

De V extraction des Racines des quan- 
tités complexes. 


1S1. Lorsqu’une fois on est en état de trou*- 
ver tous les termes dont une puissance proposée 
d’un binôme doit être composée , il est aisé d’en 
conclure la méthode d’extraire une racine d’un 
degré proposé , soit que la quantité dont il s’agit 
soir littérale , soit qu’elle soit numérique. Par 
exemple , s’il s’agit de la racine quarrée , on 
trouvera (comme nous le savons déjà d’ailleurs) 
que le quarré est composé du quarré du premier 
terme du binôme , du double du premier terme 
multiplié par le second , et du quarré du second. 
Donc après avoir ordonne tous les termes , on 
pourra opérer comme il suit. , 
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Exemple. 

36 a* + 60 a 4 -(- s5 4* ( 6 a + 5 J racine. 
36 ^ | 12a +54 

+ 6o a 4 + 25 4* 

•— 6o a b — ï5 4* 


o 

Je prends la racine quarrée du premier terme 36 a* , 
laquelle est 6« que j’écris à côté de la quantité pro. 
posée. 

Je quarre cette racine , et j’écris le quarré 36 a* sous le 
premier terme , avec le signe — , pour le retrancher. La 
réduction faite , il reste + 6o a 4 + s5 4 2 . 

Sous la racine 6 a j'écris son double 12 a que j’em- 
pfoie pour diviser le premier terme 6o a 4 de la quantité 
restante 6o a 4 + 25 4*. Je trouve pour quotient + 5 b 
que j’écris A la suite de la racine 6 a , et j’ai 6 a + 5 4 
pour la racine cherchée ; mais pour confirmer cette opé- 
ration , j’écris aussi le quotient 5 4 que je viens de trouver, 
A côté de 12 a , et je multiplie le total 12 a +54 par 
ce même quotient 5 4 ; je porte à mesure , les produits, 
sous la quantité 6o a 4 + 25 4“ , en observant de changer 
les signes de ces produits ; faisant ensuite la réduction , 

11 ne reste rien ; j’en conclus que la racine trouvée 
6 a + 5 4 est la racine quarrée exacte de 36 a* + 6o a 4 
+ 25 4». 

Prenons pour second exemple , la quantité g 4* — - 

12 a 4 + 16 c a + 4 a* + 16 a c — 24 4 c. J’ordonne 
cette quantité par rapport à la lettre a, et j'ai : 

Exemple II. 
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4 a *-iaoi + 16 ac + gi*-a 4 ic + 16 c s fîa- 3 i + 4c racine 

- 4 a» ) 

_ 1 — \ *1 a — 3 ^ 

« r Reste - ta a 2 + 16 a c + gi“-a 4 ic + i6 c“ * 4 a - 6 b + 4 c ' 

+ 1 aab gi“ 

ai Reste + i6ac - n^bc + >6 c* 

- i6ac + 14 b c - 16 c a 

Dernier reste o 

Je tire la racine qnarrée de 4 a» ; elle ests a , que j’écris k 
côté. Je quarre a a, et je l’écris , avec le signe — , sous 4 a* y 
faisant la réduction, il reste — I2ai-f-i6ar-j-gi“ — 34 ie 
+ 16 c*. 

Au-dessous de la racine a a , j’écris son double 4 a , que 
j’emploie pour diviser le premier terme — 1 3 a b du reste ; 
je trouve pour quotient — 3 b, que j’écris à la suite du 
premier terme a a de la racine ; je l’écris aussi à côté du 
double 4 a , et je multiplie le tout 4 a — 3 b , par le même 
quotient — 3 b\ écrivant les produits, après avoir changé 
leurs signes , sous le reste — 12 a i + 16 ac, etc. et faisant 
la réduction, j’ai pour second reste -J— 16 ac — 84 be 
-j- 16 e»- 

Je considère k présent les deux termes de la racine 24 3 b, 

comme ne faisant qu’une seule quantité; je double cette 
quantité , et je l’écris au-dessous pour servir de diviseur au 
second reste ; mais pour faire cette division, je me con- 
tente, selon ce qui a été dit ( 36 ), de diviser le premier 
terme + 16 ac , par le premier terme +4 a de mon di- ' 
viseur; je trouve pour quotient 4c , que j’ccris à la suite 

de la racine 9 a — 3 b , et à la suiie du double 44 6b; 

je multiplie cette dernière somme 44 — 6é-j-4c, parle 

Algèbre. ' K 
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nouveau terme + 4 c de la racine; et changeant, à me- 
sure, les signes des produits, j'écris ces mêmes produits 
sous le second Teste ; faisant la soustraction , il ne reste 
rien. D’où je conclus que la racine trouvée est exacte. 

Ce que nous allons dire sur la racine cinquième 
suffira pour faire comprendre comment on doit 
se conduire dans les autres degrés. 

Selon la formule des puissances d’un binôme , 
la cinquième puissance de a + b , est a 3 + 5 a 4 b 
+ 10 a 3 A* + 1 o b 1 + 5 a b* + i 5 . De ces 
6 termes , les deux premiers suffisent pour éta- 
blir la règle que nous cherchons. 

Le premier est la cinquième puissance du pre- 
mier terme du binôme , et le second est le quin- 
tuple de la quatrième puissance de ce même 
premier terme , multiplié par le second terme ; 
donc pour avoir le premier terme de la racine , 
il faut , après avoir ordonné tous les termes de 
la puissance donnée , extraire la racine cinquième , 
du premier terme de cette puissance ; et pour 
avoir le second terme de la racine , il faut di- 
viser le second terme de la quantité proposée , 
par le quintuple de la quatrième puissance de 
la racine qu’on vient de trouver par la première 
opération. En effet, il est évident que la racine 
cinquième de a 5 est a , qui est le premier terme 
du binôme dont la quantité a 5 + 5 a* b + , etc. 
est la cinquième puissance ; et il est également 
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évident que J “ a * ~ donne b qui est le second 

terme de ce binôme. Mais comme il pourrait 
se faire que la quantité proposée ne fût pas une 
puissance parfaite du cinquième degré ; après 
avoir ainsi trouvé le second terme de la racine , 
il faudra vérifier cette racine en l’élevant au cin- 
quième degré et retranchant le résultat , de la 
quantité proposée ; voici un exemple. 


On demande la racine cinquième de 
3 a a 5 4 240 a *£ + 7 zoa 3 i 2 + 1080 a 2 b 3 4 810 aM-f 243 
—02 a 5 


RacÎDe 
2a 4 3 b 


80 a ■* 


Reste 4 240 a+ü + 7iOa 3 i 2 + 1080 a 2 + 810 a S* + a43 b 3 

Je tire la racine cinquième de 3 s a 5 , elle est 2 a que 
j’écris à la raciue. 


J’élève 2 a à la cinquième puissance, et j’écris le produit 
32 a 5 avec un signe contraire, sous le premier terme 32 a 5 
de la quantité proposée, ce qui le détruit. 

J’élève la racine 2 a à la quatrième puissance, ce qui me 
donne :6a* que je quintuple , et j’ai 80 a* que j’écris sous 
la racine 2 a ; je m’en sers pour diviser le premier terme 
240 a* b du reste ; la division faite , j’ai pour quotient 3 b 
que j’écris à la racine; en sorte que j’ai 2 a -j- 3 b pour la 
racine cherchée; mais ponr m’en assurer davantage .j’élève 
2 a -f- 3 b à la cinquième puissance , je retrouve les mêmes 
termes que dans la quantité proposée ; faisant la soustrac- 
tion , il ne reste rien ; d’où je conclu* que la racine est 
exactement 2 a -j- 3 b. 

t 

S’il devoit y avoir encore un autre terme à la racine , 
alors il y auroit un reste ; après cette première opération : 

K 2 
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je regarderois ï a -j- 3 b , comme une seule quantité, avec 
laquelle j’opérerois pour trouver le troisième terme , comme 
j’ai opéré avec a a pour trouver le second. 

i3a. A l’égard des quantités numériques, la 
règle est absolument la même ; la seule chose 
qu’il faille éclaircir , est , à quel caractère on 
reconnoîtra ce qui répond au premier terme a s , et 
ce qui répond au terme 5 a 4 b. 

Pour se conduire dans cette recherche , il n’y 
a qu’à imaginer que dans le binôme a -J- b , 
a marque les dixaines et b les unités ; alors il ast 
évident que a 5 sera des centaines de mille , parce 
que la cinquième puissance de 10 est îooooo ; 
donc le premier terme a s , ou la quantité dont il 
faudra tirer la racine 5 e . pour avoir le premier 
chiffre de la racine , ne peut faire partie des cinq 
derniers chiffres sur la droite ; on séparera donc 
les cinq derniers chiffres , et supposé qu’il en 
reste cinq seulement ou moins de cinq sur la 
gauche , on en cherchera la racine 5 e . qui sera 
facile à trouver , ne pouvant avoir qu’un seul 
chiffre. 

Quand on aura trouvé le premier chiffre de 
la racine , et qu’on aura retranché sa cinquième 
puissance , de la quantité qui a servi à trouver 
cette racine , on descendra , à côté du reste , 
les cinq chiffres séparés ; et pour avoir la partie 
qu’il faut diviser par 5 a 4 , c’est-à-dire, par le 
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quintuple de la quatrième puissance des dixaines 
trouvées , il faudra séparer quatre chiffres sur 
la droite , et ne diviser que la partie restante 
à gauche : car 5 a 4 b , qui est la partie qu’on 
doit diviser par 5 a 4 , pour avoir i f ne peut 
faire partie des quatre derniers chiffres , puis- 
qu’étant le produit de 5 a 4 par b , elle doit être 
au moins des dixaines de mille , puisque a 4 est 
des dixaines de mille. 

Ces éclaircissemens posés , le procédé est le 
même que pour l’extraction littérale , voici un 
exemple. 

On demande la racine cinquième de 
38 os.o 4 o 3 s £ 5 ss 
3 is 5 

6770.403* 

3 1*5 

38090403-2- 

Je sépare les cinq derniers chiffres o 4 o 3 î , et je cherche 
la racine cinquième de 38 oî qui ayant moins de cinq chiffres, 
ne peut donner qu’un chiffre pour cette racine ; elle est S 
que j’écris i côté. 

J’élève 5 à la cinquième puissance, et j’écris le produit 
sous 38 os pour l’en retrancher ; il reste 677 , à côté 
duquel j’abaisse les cinq chiffres séparés d’abord ; du 
total, je sépare quatre chiffres sur la droite, et je divise 
la partie restante 6770, par le quintuple de la quatrième 
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puissance de la racine trouvée 5 , c'est-à-dire , par 5 foi» 
6a5 , ou 3l*5. Je trouve pour quotient 3 que j’écris à 
côté du premier chiffre trouve 5. Pour vérifier cette racine 
5* , je l’élève à la cinquième puissance , et je retrouve le 
nombre même proposé , d’où je conclus que 5 2 est exacte- 
ment la raciue. 

S’il y avoit un reste, et qu’on voulût approcher plu* 
près de la racine, on mettroit cinq zéros, et on contiuue- 
Toit pour avoir le troisième chiffre , qui seroit une déci- 
male , comme on a fait pour avoir le second. 

En général , pour tirer une racine de degié 
quelconque m , il faut séparer en allant de droite 
à gauche , en tranches de m chiffres chacune , 
dont la plus à gauche peut en avoir moins. Tirer 
la racine du degré m de cette dernière tranche , 
cette racine n’aura jamais qu’un seul chiffre ; à 
côté du reste , descendre la tranche suivante , 
en séparer m — i chiffres sur la droite , et di- 
viser la partie restante à gauche , par m fois la 
racine trouvée , et élevée à la puissance m — i , 
et ainsi de suite. Cela est fondé sur ce que les 
deux premiers termes d’un binôme a -f- b élevé 
à la puissance quelconque m , sont a m + ma m ~‘b , 
et sur ce que si « marque des dixaines et b des 
unités , a m ne peut faire partie des m derniers 
chiffres, et ma m — l b, ne peut faire partie des 
xi — i derniers. 


Digitized by Google 



DE M A T H É M A f I Q.U E S. 1 5 1 

De la manière d' approcher de la racine 
des puissances imparfaites des quan- 
tités littérales. 

i 33 . Lorsque la quantité complexe proposée , 
n’est point une puissance parfaite du degré dont 
on demande la racine , alors il n’y a point de 
racine exacte à espérer : il faut se borner à en 
approcher aussi près que peut l’exiger la ques- 
tion pour laquelle cette extraction est necessaire, 
on pourroit y parvenir en suivant la méthode que 
nous venons d’exposer pour les puissances par- 
faites : elle donneroit une suite de termes frac- 

I 

tionnaires dont la valeur décroissant continuel- 
lement , permet de se borner à un nombre limité 
de termes et de négliger les autres : mais l’opé- 
ration seroit longue et pénible. On peut par- ' ' 
venir au même résultat par une voie beaucoup 
plus courte , en employant la règle que nous 
avons donnée ci-dessus (128) pour élever un 
binôme à une puissance proposée. Pour cet effet , 
il faut se rappeler (tog) que toute racine peut 
être représentée par une puissance fractionnaire. 

Ainsi , demander la racine quarrée de a + b , 
ou d’évaluer ]/ ( a + b ) t c’est demander d’éle- 
ver a + b à la puissance puisque (10g) 
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Donc, suivant la règle donnée ( tï8) , j’écris la suite 

1 7 I j — 2 7 — 3 7 — 4 

— y y -z y ; > r— 

2 2 3 4 5 

«c réduit ii, — — A , — J , — ~ , etc 


■ j etc. qui 


Et posant 1 pour premier terme de la seconde suite , 
je forme cette seconde . . 


t i i 

1 + T — _ T 


t* 


+ 


t 3 


■0 


128 


b* 

a* 


35 


b 3 


1280 


■ j etc. 


En multipliant le premier terme 1 , par le premier terme 
de la première suite, et par — > c'est-à-dire, par le 
second terme du binôme a -J- 4 , divisé par le premier ; j’ai 

— pour le second terme. 

Je forme de même le troisième, en multipliant ce se- 
cond, parle second terme — 5 de la première suite, et par 

* . 1 .4* . 

— > ce qui me donne — j — — pour le troisième terme. 

Pour le quatrième, je multiplie ce troisième, par le troisième 

1 j 1 *• • 4 ., . . , b 3 

terme — j de la première suite et par - — j et j ai -J- yg — j- 

pour quatrième terme, et ainsi de suite. 

Enfin je multiplie la totalité de ces termes , par le 
premier terme du binôme , élevé à la puissance £ , et 
j’ai pour la valeur de (a-|- 4 ) a ou de ( a + 4 ) » 
la quantité suivante , 

etc. ) qu’il est facile de prolonger autant qu’on le jugera à 
propos. 
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Nom verrons, par la suite, l’usage de ces sortes d’ap- 
proximations; pour le présent, nous nous contenterons 
de faire voir par un exemple en nombres, comment oa 
peut les employer pour approcher des racines des quan- 
tités numériques. Supposons qu’on veut avoir la racine 
quarrée de loi. Je partagerai 100 en deux parties dont 
l'une soit ur\,quarré, le plus grand qu’il sera possible ; 
par exemple, je le partage en ces deux parties 100 et l ; 
je prends la première pour a , et la seconde pour b , 
en sorte que je suppose a = joo, et 4 = l; par 

conséquent a * = ( loo) • = ÿ 100 = lo ; et — 

= ^ = 0.01 ; donc la série qui exprime y' [a -(- b), 

c’est-à-dire ici \/ loi , deviendra, en mettant pour 

a‘ et —j leurs valeurs , 

° i 

. °' 01 , (<V») S 5(o,oi)* 35(o,oi)5 

10 (l H 5 -I ^ — -| } etc. J 

a 8 i6 >a8 iu8o 

j. - • .2? ~ - - £î< * 

Supposons qu'on veut avoir cette racine jusqu'à nn 

dix millième près seulement; alors il suffit de prendre le» 

. . , .. . . (o,oi )* • 

trois premiers termes; carie quatrième qui es» ■ r- - g re- 

O ooooo I 

vient à — ’■ — > c'est-à-dire, à o,oooooooGs5 ; et quoi- 

io 

qu’il doive être multiplié par l8 qui doit multiplier tous 
les termes de la série ; il ne produira que 0,oo000o6s5 
qui est bien au-dessous d’un dix-millième. Les termes 
suivans sont , à plus forte raison , beaucoup au-dessous , 
puisqu’étant continuellement multipliés par o,oi qui est 
une fraction, ils doivent diminuer continuellement; car en 

• •7- j • 1 s * 

multipliant par une fraction, on ne prend qu’une partie 
du multiplicande. 

La valeur de ÿ xoi se réduit donc à 
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, . 0,01 

10 ( 1 + — — 


(OjO' )* 

S 


), c’est-à-dire, à 


10 ( 1 + o,oo 5 — o,oooor« 5 ), ou 10 X 1,0049875, 
ou 10,049875-, c’est-à-dire, 10,0499 en se bornant aux 
dix millièmes. 


Cette méthode peut s’appliquer à toutes sortes de 
racines et à toutes sortes de quantités ; nous en donne- 
rons encore un exemple sur "V' ( a 5 — ■ x 5 ). Je change 
donc cette quantité en (a 5 — x 5 ) 5 , et procédant comme 
ci-dessus , j’écris 



etc. 


Et posant 1, pour premier terme de la seconde suite, 
je forme cette seconde , 

1-5 ri° T i5 Æ ao r a5 

f - 1 _ 2 _ 6 _ A» _ 798 1 ... 

S a i ~ a is “ TÎ3 ^73 ” i»£° ~ TTsSs ^73 ’ clc ' 

En multipliant le premier terme 1 , par le premier 
terme 5 , de la suite supérieure, et par — — j— , c’est- 

à-dire par le second terme du binôme , divisé par le 

£-5 

premier j ce qui donne -£• j — -- pour second terme de 
la série. 

Pour avoir le troisième, je multiplie celui-ci par le 

jb 

second terme — 5 , de la suite supérieure, et par ^5“ r 

-—a x 10 

ce qui me donne 

* 33 a 10 

En calculant de même les suivans jusqu’au sixième , et 
multipliant le toat par le ptemier terme a 5 du binôme. 
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élevé â la puissance i , c’est-à-dire ( 96 ) par a 5 x 3 ou 

5 . 

para, j’ai pour valeur approchée de y (a 5 — x 5 ), la 
quantité a ~ - — io , etc.) 

134. Observons à l’égard de ces séries et de 
toutes les autres qu’on peut former de la même 
manière , qu’on doit toujours prendre pour pre- 
mier terme de la quantité proposée , le plus gTand 
terme , par exemple , dans 4/ (a -(- b) nous avons 
pris ci-dessus a pour premier terme ; mais si b 
étoit plus grand que a , il aurait fallu prendre b 
pour premier terme. La raison en est que lorsque 

, , i 1 i 

b est plus grand que a, la t re . série a 1 ( 1 + — — 

1 . h , 

— , etc. ) est trompeuse ; car — étant 

alors plus grand que l’unité , les termes suivans 
qui sont continuellement multipliés par vont 

toujours en augmentant , en sorte qu’on n’a au- 
cune raison de s’arrêter après un certain nombre 
de termes. Mais si dans ce même cas on forme 
la série en prenant b pour premier terme , on 

aura b 1 ( 1 -(- ~ , etc. ) dans laquelle 

les termes vont en décroissant. 

Les séries dont les termes vont en augmentant 
de valeur à mesure qu’ils s’éloignent de l’ori- 
gine , s’appellent séries divergentes ; et au con- 
traire on appelle séries convergentes celles dont 


by Google 


i5G ' C o a r s 

les termes diminuent de valent à mesure qu’ils 
s’éloignent- de l’origine. 

i35. Nous avons vu ( 1 1 8) que toute fraction- 
algébrique pouvoit être mise sous la forme d’un 
entier , en faisant passer son dénominateur an 
numérateur avec un exposant négatif. Cette 
observation nous fournit le moyen de réduire 
en série toute fraction dont le dénominateur seroit 
complexe , ce qui sera utile par la suite. 


a % 

Par exemple, si Pavois — — ; au lieu de cette 

* J a 2 — x % 

quantité , j’écrirois a» X ( <*“ — x*) — ’ et alors j’élève- 

rois a» — x» à la puissance — i selon la règle donnée (iî8jr 

c’est-à-dire , que je poserois d’abord la série — l » 

— i — t — i — a —i—3 

j ; } j etc. ou — 1, — U 

a 3 4 


— I , — I- 

Et je formerois la série suivante , 

x 3 , x‘ t . * 6 , x* 

1 + — + ~ïr + -JT + -JT ' tte - 
en multipliant le premier terme i de cette seconde , par 

le premier terme — l de la série supérieure et par — r 

ce qui donneroit -(- — — ; multipliant celui-ci par le 

second terme — l de la série supérieure, et par » 

et ainsi de suite. Après quoi je mnltiplierois la totalité, 
pat le premier terme a 2 élevé à la puissance — i , c’est-à- 
dire (96) par a 3 x ~~ 1 ou a ~ 3 , ce qui me donneroit 

“ ( 1 + ~zr + -zr + -jt + » tt£ - )> 
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pour valeur de [a 1 — x a ) - *•, donc pour avoir a a (a“ — x a ) - *, 
il ne s’agit plus que de multiplier par a a ; or a 2 X a 3 don- 
nant a a — a , ou a° , qui se réduit A I ; on aura donc 


a 2 ( a 


x a j4 

.* a r = « + -r-+- r + 


, etc. 


a+ 1 T _ 

Ou s’y prendroit de même pour réduire en série 

; on considéreroit cette quantité comme 

a a 


(a* -f x a ) 3 

a* (a a -J- x a ) — 3 . Pareillement au lieu de 


^(a a + i a ) 3 * 


on ecriroit 


(a a + * a ) \ 
ainsi des autres. 


— —r, et ensuite a a (a a 4 - x a 

i ) J. ' » 1 


et 


Des Equations à deux inconnues , lors • 
quelles passent le premier degré. 


1 36. Une équation à une seule inconnue est dite 
du troisième , du quatrième , du cinquième , etc. 
degré , lorsque la plus haute puissance de l’in- 
connue est la troisième , la quatrième , la cin- 
quième , etc. ; mais outre cette puissance , une 
équation peut encore renfermer toutes les puis- 
sances inférieures. 

Ainsi x 3 = 8 , x 3 -p 5 x a = 4 , x 3 -j- 6x a — g x = 7, 
sont toutes des équations du troisième degré. 

Une équation à deux ou à un plus grand nombre 
d’inconnues, est dite passer le premier degré , non- 
seulement lorsque l’une de ces inconnues passe 
le premier degré ; mais encore , lorsque quel- 
ques-unes de ces mêmes inconnues sont multi- 


v ; . 
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pliées entr’elles ; et en général , le degré s'estime 
par la plus forte somme que puissent faire les 
exposans dans un même terme. 

L'équation x 3 y 3 = a’i est du troisième degré ; 
l’équation b x* x*y -f- a y 1 — a b* est aussi du troisième 
degré , parce que les exposans de x et de y dans le terme x*y 
font 3 ; dans les autres termes , les exposans sont r 
moindres. 

137. Pour résoudre les questions qui con- 
duisent à des équations à plusieurs inconnues , 
et au-delà du premier degré , il faut , comme 
pour celles du premier degré , réduire ces équa- 
tions à une seule qui ne renferme plus qu’une 
inconnue. 

Si l’on a deux équations et deux inconnues , 
et que , dans l’une de ces équations , l'une des 
inconnues ne passe pas le premier degré , prenez, 
dans celle-ci , la valeur de cette inconnue , comme 
si tout le reste éloit connu ; substituez cette valeur 
dans C autre équation , et vous aurez une nouvelle 
équation qui ne renfermera plus qu'une inconnue. 

Par exemple, si l’on me proposoit cette question; 
Trouver deux nombres dont la somme soit I 2, et dont le produit 
soit 35 . En représentant ces deux nombres par x et y, 
j’aurois- x -f- y = 1 2 , et xy =r 35 . 

De la première je tire x — 1 2 — y ; substituant dans 
la seconde équation , cette valeur de x, j’aurai (12 — y )yzz 


Digitized by Google 



de Mathématiques. i5g 

35 ou isy — y y — 35 , équation du second degré, qui 
étant résolue suivant les règles données ( 87 et suiv. ) , 

donnera y — G ± 1 , c’est-à-dire y — 7 ou y — 5 ; et 
et puisque x =: 12 — y, on aura * =: 5 ou * = 7 ; 
c’est-à-dire, que les deux nombres cherches sont 5 et 
7 ou 7 et 5. 

Pareillement, si j’avois les équations x 3 y = 6 
et x* -f- y* = t 2 de la première, je tircrois x = 6 
— - 3 y; substituant dans Ma seconde , j’aurois '6 — 

+ y'= «* ; faisant l’opération indiquée , j’ai 36 — 36^ 
-J- g y‘ + y* = I a ; ou en passant tout d’un même 
côté et réduisant, 10/ — 36^ -(- 24 = o , équation 
du second degré , qu’on peut résoudre par les règles don- 
nées (87 et suiv.). 

Prenons pour troisième exemple , les deux équations 
xy -J- y 2 — 5 et x 3 x° y = _y a -f- 7 . La première 

donne x = d — ; substituant dans la seconde , on 

a (- 1 ~ y ) + ( ’ ) y = y' + 7 • q ui a P r « 

les opérations indiquées, elles réductions 01 dinaires , de- 
vient y b — 5 y* + y y 3 + 5oj® — 1 93 = o , équation 
qui ne renferme plus que y, mais qui est du cinquième 
degré. 

1 38 . Si dans réquation la moins élevée, l'une 
des deux inconnues ne passe pas le second degré; 
prenez dans celle-ci la valeur du quarte de f incon- 
nue la moins élevée, et substituez-la dons l'autre , 
à la place du quarré de cette même inconnue et de 
ses puissances; et continuez de substituer jusqu'à ce 
que cette inconnue ne se trouve plus qu'au premier 

t 
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degré. Alors tira de cette dernière équation , la valeur 
de cette même inconnue , et substiluci-la dans Vèqua~ 
tion la moins élevée. 


Par exemple, si j'avois x* -f- 37* = 6x et Sx 5 
■ — 3 y* = 8, je prendrons , dans la première, la valeur 
de x 3 qoi est x 3 = 6 x — 3 y % ; la substituant dans la 
seconde, j’aurois (en faisant attention que x 3 est x 3 xx), 
8{6 x — 37*), x — 3 y* = S, qui se réduit à 1 2 x* 
— 6x7* — 3 7“ = 8 ; comme il y a encore x* dans 
celle-ci, j'y substitue de nouveau, la même valeur de 
x 3 que ci-dessus, et j’ai 72 x — 367* — 6x7* — 37* 
• — 8 , équation dans laquelle x n'est plus qu'au premier 
degré. 


J’en tire la valeur de x , et j’ai x = ; je 

72 — by* 

substitue cette valeur dans la première équation x* -f- 3 y* 


= 6 


i,me viem (^î^y + 3 ^*= 6 (¥=Æ7) 


i^£-±_ 8) - + 3 y 1 = ^H T - T-r . ou (397* + 8)* 
(73 — ti/ 1 )’ ' 7 72 — by* ' “ 7 1 

+ 37*( 72 — 67“ ) 3 = ( 2347* + 48) (7* — 67*) , équa- 
tion dans laquelle il n'y a plus à faire que des multi- 
plications et les réductions ordinaires. 


a3 4y* + 48 


Des Equations à deux termes. 

îSg. On appelle Equations à deux termes , 
celles dans lesquelles il n’entre qu’une seule puis- 
sance de l’inconnue , parce qu’elles peuvent tou- 
jours être réduites à deux termes. 

Par exemple, l’équation ax 5 -J- 4x 5 =r o*4» — a 3 4*. 
est une équation à deux termes , parce qu’en la mettant 

sous 
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ions cette forme ( a -J- b ) x 5 = a* b % — a 3 b 3 , on voit que 
o et J étant des quantités connues , on pourra toujours ré- 
duire a -f- b à une seule quantité , et a 4 A a — a 3 b 3 pareille- 
ment A une seule quantité; en sorte que cette équation peut 
être représentée par cette autre p x 5 = q. 

Ces équations sont très-faciles à résoudre ; car 
il est évident qu’après avoir dégagé la puissance 
de l’inconnue , par les mêmes règles que dans 
les autres équations , il ne reste plus qu’à tirer 
la racine du degré marqué par l’exposant de l’in- 
connue. 


Par exemple , l’équation p x 5 = q, deviendroit x 5 = — , 
et tirant la racine cinquième, x = y — • 

140. Lorsque l’exposant est impair , il n’y a 
jamais qu’une seule valeur réelle. Par exemple, 
si l’on avoit cette équation x s = 1024, on aurait 
x = L / ( 1024) = 4 ; or il est évident qu’il n’y 
a qu’un seul nombre réel qui , élevé à la cin- 
quième puissance, puisse produire 1024. 

Si le second membre de l’équation avoit le 
signe — , la valeur de x aurait le signe — ; parce 
que — combiné par multiplication , avec — , un 
nombre impair de fois , donne — ; mais lorsque 
l’exposant est pair , l’inconnue a deux valeurs , 
l’une positive, l’autre négative, et qui peuvent 
être ou toutes deux réelles , ou toutes deux ima- 
A Igèbre, L 



ginaires. Ce dernier cas aura lieu si le sec 
membre a le signe — . 

Si l’on avoit l’équation x* ;= 625 , on en conclu 

4 , . . . . , 

« = y Cs5 = 5 ; mais puisque — multiplié par - 

un nombre pair de fois , donne la même chose que 

multiplié par + , — 5 peut satisfaire aussi bien que -|- 

ainsi il faut écrire x = dfc \/ 6s5 — dfc 5 comme dans 1 

équations du second degré. Si , au contraire , on avo 

tn«< = — 6a5 , on auroit conclu x = zfc y ( — 6s5 ) 

mais ces deux valeurs sont imaginaires , parce qu'il n’y i 

aucun nombre positif ou négatif, qui , multiplié par lui- 

même un nombre pair de fois, puisse produire une quantité 

négative. 



Appliquons ces équations b nne question. Supposons 
qu’on demande de trouver deux moyennes proportionnelles 
entre 5 et 625. En nommant x et y ces inconnues, on aura 
4-r 5 ; x ; y t 6s5, qui donne ces deux proportions. . . . 
5 : x;: x : y 
et x : y y : 6ï5 

»’ où l’on déduit ces deux équations, en multipliant les 
extrêmes et les moyens, 5y = x 3 , et 625 x = y*. 
l.a première donne y = — — ; substituant dans la seconde, 

on a 625 x = divisant par x et multipliant par 25 , 

s, 

on a x 3 = 15625 , et enfin x = y x56s5 — s5 ; donc 

y — ~~ = = 125. 


DigitizeçLbyXïeegfe'' 



de Mathématiques. i 63 

Des Équations qui peuvent se résoudre 
à la manière de celles du second 
degré. 

141 . Ces équations ne doivent renfermer que 
deux puissances différentes de x , mais donc 
l’une ait un exposant double de celui de l’autre. 
Par exemple , x 4 + 5 x* = 8 , x s + 5 x 3 = 8 , 
sont dans ce cas. Ces équations se résolvent 
comme celles du second degré; après avoir rendu 
la plus haute puissance positive , si elle ne l’est 
pas , et après avoir dégagé cette même puissance , 
des quantités qui la multiplient ou la divisent , 
on prend la moitié de ce qui multiplie la puis- 
sance inférieure de l’inconnue , et on ajoute à 
chaque membre le quarré de cette moitié , ce 
qui rend le premier membre un quarré parfait. 
Alors on tire la racine quarrée de chaque membre, 
en donnant à celle du second, le double signe =±r. 
L’équation est réduite à une équation à deux 
termes. 

Par exemple , si l'on demandoit de trouver deux nombres 
dont la somme des cubes fût 35, e* dont le produit fût 6} 
on auroit ces deux équations x 3 + y 3 = 35 et xy = 6. 

g 

Cette dernière donne y = — , valeur qui , substituée dans 


la première , donne x 3 -j- 


316 


35 ; chassant le déno- 


minateur et transposant , on a x‘ 


— 35 x 3 = 

L 3 


■ ll'J. 
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Je prends donc la moitié de 35 qui est^; j’en ajoute 

le quarré à chaque membre , et j’ai x 6 — 35 x 3 -{- ( ¥ )* 

“t'a*)* — 8l6; tirant la racine quarrée , x 3 — — ;+; 

V [<¥)“ — 2l6]î transposant, x 3 j/ [( ¥ )* — 

Bl 6] , et enfin tirant la racine cubique , x = 

[(¥)’ — 216]] ; or ( ¥ .)* = ; -et ( ¥ )* — 8 16 = 

iîîifiü =a|i-, donc v/[(li)»_ si6] = 4/ (2£i) 

3 , 

= Donc x = V <l u * donne ces deux valeurs 

Je== ^(JliJl) == ^ ¥== ^ 27 = 3 , et x = 

— "t^S = 8; et puisqu'on a trouvé 

6 o 

y = — , on aura y =r 8 et y = j. 

Lorsque le plus haut exposant est 4 ou un multiple de 
4, il peut y avoir jusqu’à quatre racines réelles. 

De la composition des Équations. 

142. Nous venons de voir que les équations 
à deux termes ne donnoient , pour l’inconnue, 
qu’une seule valeur réelle lorsqu’elles sont de 
degré impair , deux lorsqu’elles sont de degré 
pair; elles en donnent, outre cela, plusieurs 
autres qui sont imaginaires , mais qui ne sont pas 
moins utiles , ainsi que nous le verrons lors de 
la résolution des équations et ailleurs. En général , 
me < équation quelconque donne toujours autant de 
valeur pour l'inconnue , qu'il y a d'unités dans le 
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plus haut exposant de celte équation. De ces va- 
leurs , qu’on nomme aussi racines de l’équation , 
les unes peuvent être positives , les autres néga- 
tives ; les unes réelles , les autres imaginaires. 

143. Pour rendre tomes ces vérités sensibles r 
il faut observer que lorsque dans une équation 
on a fait passer tous les termes dans un seul 
membre , et que l’on a ordonné toutes les puis- 
sances de x ou de l’inconnue , on peut toujours 
considérer ce membre comme le résultat de la 
multiplication de plusieurs facteurs binômes sim- 
ples qui auroient tons pour terme commun x. 

Par exemple , lorsque l’équation x 3 4- 7.x = 
8.x* + 9 a été mise sous la forme suivante, par la 
transposition de ses termes. . x 3 — 8x* -f- 7 x~g = o, 
on conçoit que x 3 — 8x* + 7 x — 9, peut très- 
bien résulter de la multiplication de trois fac- 
teurs binômes simples x — a , x — b , x — c. 

En effet , si on multiplie ces trois facteurs , 
on aura 

x 1 — ax‘ + abrx — abc = 0. 

— b x* a c x 

— ex* + b c x. 

Or pour que ces deux équations soient les 
mêmes , il ne s’agit que de trouver pour a,b,c , 
des valeurs telles que a + b + c= S,ab-{-ac 
4- b c = 7 , et abc = 9. 
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Pour trouver chacune de ces quantités , a , 
par exemple ; après avoir multiplié la première 
équation par a 1 , et la deuxième par a , ce qui 
donnera a 3 + a' b ■+- = 8 a* , a* b a* c + 

a b c = 7 a , et ab c — g , iï faut , dis-je , re- 
trancher la seconde de la première , et y ajouter 
la troisième ; ce qui donne a 3 — 8 a a — 7 a -j- 9 , 
ou , en transposant a 3 — 8 a* + 7 a — g = 0. 

On trouvera de la même manière , que l’équa- 
tion qui donneront b , est 4 ! — 8^ + 76 — g = o, 
et que celle qui donneroit c , est c 3 — 8 c' 7 c 

— g = o. Ce qui nous fournit les propositions, 
suivantes. 

1 44. 1 Puisque l’équation qui doit donner a r 
tst la même que celle qui doit donner b , et la 
même que celle qui doit donner c; et que d’ailleurs 
il est facile de voir que les valeurs de a y b,c 
ne peuvent être égales , il faut donc , que l’une 
quelconque de ces trois équations, puisse donner 
les valeurs de a , de b et de t ; donc chacune de 
ces équations doit avoir trois racines , dont l’une 
sera la valeur de a ; la seconde , la valeur de b , 
et la troisième , la valeur de c. 

2°. Chacune de ces équations est la même 
que l’équation même proposée x 5 — 8 x a + jx 

— 9 = o , à la seule différence près , qüe a r 
ou b , ou c , est changé en x. Donc cellc-çi doit 
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avoir trois racines , et ces trois racines doivent 
être les trois valeurs de a , b , c. 

Donc les quantités qu'il faut mettre pour a, b ,c 
dans x — a, x — b, x — c , pour produire l’équa- 
tion x 5 — 8 x* 7 x — g = o , par la multi- 
cation de ces facteurs simples , sont les racines 
mêmes de cette équation. 


145. Si les coëfficiens des différentes puissances 
de x , au lieu d’être 8,7, etc. étoient d’autres 
nombres , et si l’équation , au lieu d’être du 
troisième degré , étoit du quatrième , du cin- 
quième , etc. les conséquences que nous venons 
de tirer , seroient encore de même nature. Ainsi, 
si l’on avoit en général x 4 — px 5 + qx % — rx 
+ s = o,p,q,r,s étant des nombres connus , 
on pourroit , de même , considérer cette équa- 
tion , comme formée du produit de quatre fac- 
teurs simples x — a , x — b , x — e , x — d. En 
effet , ces quatre facteurs étant multipliés , don- 

neroient . . . 

x 4 — «x* 4 - abx‘ — abcx + abcd — o : 

■ 

— bx s 4 - acx* — abdx 

— cx s 4 - adx* — acdx 

• . •* 

— dx 5 + bcx % - — bcdx 

+ bdx* 


+ c dx* 

Or pour que cette équation soit la même que 

L 4 


* 
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x 4 — px^ + qx* — rx + s — o , il faut qtie a,b,c,d 
soient telles que l’on ait a + b-\-c + d = p, 
a b -J- a c + ad. b c + bd + cd = q ,ab c + a b d 
+ ac d pr b cd = r , a b cd ~ s. 

Si l’on multiplie la première de ces équations 
par n z , la seconde par a 1 , la troisième par a , 
et qu’on retranche la seconde et la quatrième , 
de la première et de la troisième réunies , on 
aura a 4 = p a z — qa 1 + r a — s , ou a 4 — pa 3 
-}- q a* — ra s — o ; on trouveroit de même 
que l’équation en b , est i 4 — pb z + q b' — r b 
+ s = o ; que l’équation en c est c 4 — p c z + 
qc * — rc + j = o, et que l’équation en d est 
d A — pd l + qd* ■ — rd + s — o. Ainsi l’équa- 
tion qui donnera a , doit donc aussi donner b , c 
et d ; elle doit donc avoir quatre racines qui 
seront la valeur des quatre quantités a,b,c,d. 
Et comme chacune de ces équations est la même 
que l’équation x 4 — px s - f qx* — rx + s = o , 
les quantités a , b , c , d qu’il faut prendre pour 
produire cette dernière par la multiplication de 
quatre facteurs simples x — a, x — b , x — c , 
x — d , sont donc les racines mêmes de cette 
équation. 

• f . 

146. Donc , en général , t°. une équation de 
degré quelconque peut toujours être considérée comme 
formée du produit d'autant de fadeurs binômes 


1 
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simples , qui ont tous pour terme commun la lettre 
qui représente C inconnue , qu'il y a d'unités dans 
le plus haut exposant de l'inconnue. 2°. Les seconds 
y termes de ces binômes , sont les racines de cette équa- 
tion , chacune étant prise avec. un signe contraire. 


147. Si l'équation , au lieu d’avoir ses termes 
alternativement positifs et négatifs , comme nous 
l’avons supposé ci-dessus , dans l'équation x 4 — 
p x 5 + qx l — rx-\-s— o , avoit toute autre 
succession de signes , par exemple , si elle étoit 
x* + j!>x 3 — q x* — rx + s = 0 ; on n’en dé- 
montreroit pas moins , et de la mêipe ma- 
nière , qu’elle peut toujours être représentée par 
( x — a) X (x — b) X (x — c) X (x — d) ; 
a , b , c , d étant les racines de cette dernière 
équation. 


1 48. Puisque a , b , c , d , etc. sont les racines 
de l’équation , il suit des équations a + b + 
c + d = p , a b + «c + + b c + bd + ci 

■= q , abc -\- ab d - f- ac d + b ci — r , abc d 

— s ; 1 °. que dans l’équation x 4 — p x 3 qx % 

— rx + i = o ; tt en général dans toute équa- 
tion , le coefficient — p du second terme , pris 
avec un signe contraire , c'est-à-dire , -f- p , est 
égal à la somme de toutes les racines. 

M'.'yf*..’. ", . 

2°. Oue le coefficient q du troisième terme est 
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égal à la somme des produits de ces racines multi- 
pliées deux à deux. 

3 °. Que celui du quatrième , pris avec un signe 
contraire , est égal à la somme des racines multi- 
pliées trois à trois ; et ainsi de suite , et quenjin 
le dernier terme , est le produit de toutes les racines. 

Cela est général , quels que soient les différens 
signes des termes de l’équation , prenant toujours 
avec un signe contraire , le coefficient de chaque 
terme de numéro pair. 

D’où il suit , que dons une équation qui n'a 
pas de second terme , il y a sûrement des racines 
positives et des racines négatives , et la somme des 
unes est égale à la somme des autres. 

Ainsi dans 1 'éqnation x 3 -f- 2x* — 23 x — 60 = o, la 
somme des trois racines est — 2 ; la somme de leurs pro- 
duits , multipliés deux à deux , est — 23 ; la somme de 
leurs produits, trois à trois, ou le produit des trois racines 
est -|- 60. En effet , les trois racines sont -f- 5 , — 4 , — 3 , 
ainsi qu’on peut le voir en mettant chacun de ces nombres, 
au lieu de x, dans l’équation ; car chacun réduit le premier 
membre à zéro. Or il est évident que la somme de ces trois 
nombres, c’est-à-dire, -f- 5 — 4 — 3 est — 2i que la 
somme de leurs produits deux à deux , ou — 20 — l 5 
-p 1 2 , est — 23 ; et que le produit des trois , est 3 X — ■ 
4 X — 3 , c’est-à-dire -p 60. 

Pareillement, dans l’équation x 3 — igx -(- 3 o = o, 
comme le second terme manque , je conclus qu’il y a des 
racines positives et des racines négatives , et que la somme 
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des unes esc égale à la somme des autres ; en effet, les trois 
Tacines sont + a , -{- 3 et — 5. 

*49. En considérant une équation comme for- 
mée du produit de plusieurs facteurs binômes 
simples , on se rend aisément raison , comment 
il peut se faire qu’il y ait plusieurs nombres dif- 
férens qui satisfassent à Une équation. Par exem- 
ple , si l’on proposoit cette question , trouver 
un nombre tel que si on en retranche 5 , et qu'à 
ce même nombre on ajoute successivement les nombres 4 
et 3 , les deux sommes multipliées entr elles , et par 
le reste , fassent zéro : on aura , en nommant x 
ce nombre , x — 5 pour le reste et x + 4 , 
x + 3 pour les deux sommes ; il faut donc 
que ( x -f 4 ) X ( x + 3 ) x(x — 5) = o, c’est- 
à-dire , que x 3 + jï‘ — s3x — 60 = o ; or 
on voit évidemment que ce produit ou son égal 
( x + 4 ) x ( x + 3 ) x ( x — 5) peut devenir 
zéro dans trois cas différens ; savoir si x = — 4 , 
si x = — 3 , et si x = 5. En effet , dans le 
premier cas , il devient o X ( — 4 + 3 ) X 
( — 4 — 5 ) ou o ; dans le second , il devient 
( — 5 + 4) X ( o ) x ( — 3 — 5) ou o, et 
dans le troisième , (5 + 4) X (5. + 3) X (o) 
ou o. Or quand on propose une équation telle 
que x 3 + 2 x“ — 23 x — 60 = o , rien 11e dé- 
termine à prendre — 4 plutôt que — 3 , ou 
plutôt que + 5 , puisque chacun réduisant éga- 
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lcraent le premier membre, à zéro, satisfait 
également à l’équation. 

i5o. Nous placerons encore ici une autre re- 
marque qui peut avoir son utilité. Les équations 
a b c “P d zzz pi cl b -j- uc -f- u d -{- b c -p 
bd -p c d — q , abc -p a b d + acd + f f d — r t- 
a b cd = s , nous ont, toutes, conduit à la même 
équation , soit pour avoir a , soit pour avoir b r 
soit , etc. La raison en est que a , b , c , d , étant 
toutes disposées de la même manière dans chaque 
équation , il n’y a pas de raison pour que l’une 
soit déterminée par aucune opération différente 
de celles qui détermineraient l’autre ; donc en 
général , si dans la recherche de plusieurs quan- 
tités inconnues , on est obligé d’employer pour 
chacune, les mêmes raisonnemens , les mêmes 
opérations et les mêmes quantités connues, toutes 
ces quantités seront nécessairement racines d’une 
même équation ; et par conséquent cette question 
conduira à une équation composée. 

i5t. Puisqu’on peut considérer une équation 
comme formée du produit de plusieurs facteurs 
simples , on peut aussi la considérer comme for- 
mée du produit dé plusieurs facteurs composés. 

I.L, • ..y. ;• 

Ainsi une équation du troisième degré peut être cotv 
sidérée comme formée du produit d’un facteur du second 
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degré , tel que x* 4- ax + b, par un facteur du pre- 
mier, tel que x -f- f : en effet, x a ax -f- b peut 
toujours représenter le produit des deux autres facteurs 
simples. 

De même, une équation du quatrième degré peut être 
considérée comme formée , ou du produit de quatre fac- 
teurs simples, ou de deux facteurs du second degré, ou 
d'un facteur du troisième et d'un facteur du premier. 

i 5 a. Et puisqu’une équation du second degré 
peut avoir des racines imaginaires , les équa- 
tions de degrés supérieurs au second , peuvent 
donc aussi avoir des racines imaginaires. 

Des transformations quon peut faire 
subir aux Équations. 

1 53 . On peut faire subir aux équations diffe- 
rentes transformations , dont il est à propos que 
nous parlions avant de passer à la résolution de 
ces mêmes équations. 

154. Si ton change dans une équation les signes 
des termes qui renferment des puissances impaires , 
les racines positives de cette équation seront chan- 
gées en négatives , et les négatives en positives. 

En effet, pour changer les signes des racines de l’cqua- 
tion , il suffit de meure — x au lieu de -f- x ; or cette 
eubstitution ne change point les signes des termes qui 
renferment des puissances paires de x , et change , au con- 
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traire, les signes de ceux qui renferment des puissance* 
impaires. 

i55. Pour changer une équation dans laquelle 
il y a des dénominateurs , en une autre dans laquelle 
il ny en ait plus , et cela sans donner un coeffi- 
cient au premier terme , il faut substituer au lieu 
de l’inconnue , une nouvelle inconnue divisée 
par le produit de tous les dénominateurs ; et 
multiplier ensuite toute l’équation par le déno- 
minateur qu'aura alors le premier terme. 


ex t a 
+ — = O j 

n P 

je ferai x = r — ^ - ,• et substituant dans l’équation , j’aurai , 

Y 3 i °y a , cy , d 

-03T + -^T + + — = 0 ! multipliant 

a mïnZpZy* 


m^n^p 

par , j’ai y 3 -{- 


n^n^n^v 1 rvj ^rî^p3(' 


+ 


y + 


m s n*p* 1 m n % p 

m 3 „Sp 3 d , .... , 

- = 0 ; et taisant les divisions indiquées * 

jp 3 -f- anpp m*np*cy -f- m 3 n 3 p*d =z 0. 


l56. Si ni , n et p étoient égaux, il suffiroii de faire 
x = ■* — • D’ou il suit que pour changer une équation 
dont tous les coëfficiens sont des nombres entiers , mais 
dont le premier terme a un coefficient, en une autre dans 
laquelle celle-ci n’en ait plus , et où les autres aient néan- 
moins des entiers pour coëfficiens , il faut faiie x = -=£. , 

m 

tn marquant ce coefficient du premier terme. En effet, si j’ai 
l’équation mx 3 -j- «a* -f- bx -J- c = O; en divisant par m , 
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„ . . . a t h . c . 

j »urâi x J 4- — x a 4- — x 4- — = o , ou tous U» 

"* m m m 

dénominateurs sont égaux. 

157 . Pour faire disparoitre le second terme d'une 
équation , il faut substituer , au lieu de l’in- 
connue , une nouvelle inconnue augmentée du 
coefficient du second terme de l'équation , pris 
avec un signe contraire , et divisé par l’exposant 
du premier. 

En effet, représentons , en général, cette cqnation , pat 
x m -p a*"” 1 -p bx m ~~‘ -p ...A = 0 . Si on suppose 
x = y -p j, on aura deux équations et trois inconnues; 
on sera donc maître de déterminer l’une d'entr’elles , par 
telles conditions que l'on voudra. 

Or si l’on substitue , dans chaque terme , au lieu 3e 
la puissance de x qu'il renferme , une puissance semblable 
de y -p s, on aura (is6) une suite de termes telle que 
celle-ci , 

y m -p bj;"" 1 -p m. - — - . s“ y m ~* etc... -p * — o. 
-p ay m ~' _p (m 1 ) ,asy m ~ % etc. 

-P by m ~ % etc. 

Si donc nous regardons y comme l'inconnue , il eu 
évident que cette équation sera sans second terme , si s 
est telle que l’on ait ms -p a =s o , c’est-à-dire , si l’on 

prend s = — , qui est la valeur que cette équation 

donne pour s. Or nous venons de voir que nous pouvions 
prendre pour l’une des trois inconnues , et par conséqueut 
pour s, telle valeur que nous jugerions à propos; puis 

ta ' ‘ , : j . •• 
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donc que — est la valeur qn’il faut lui donner pour 

que l’équation en y soit sans second terme il s’en suit 
que pour changer l’équation proposée x m + a\ m ~' -j-, etc. 
en une autre qui n’ait point de second terme , il faut faire 

x — y — , ce qui démontre la règle que nous venons 

de donner. 

Par exemple , pour faire disparoitre le second terme 
de l’équation x 3 -}- 6x’ — 3 x -f- 4 = o ; je fais 
x = y — f , c’est-à-dire , x = y — 2. En substituant, 

j’aurai 

y 3 — 6^ a + isy — 8 — o , 

+ 6j» — 24, + 24 
— 3 y ■+■ 6 
- +4 

qui se réduit à y 3 — + 26 = o , équation qui n’a 

point le second terme y*. 

De la Résolution des Équations 
composées. 

i58. Nons supposerons , dans tout ce qne 
nous allons dire , qu’on ait fait passer dans un 
seul membre , tous les termes de l’équation. 

’ Résoudre généralement une équation d’un 
degré quelconque , telle que x m + px m —‘ -f- 
qx m ~ a + .... k = o , c’est trouver pour l’in- 
connue autant de valeurs qu’il y a d’unités dans 
le plus haut exposant de cette inconnue , et dont 

chacune 


./i 
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chacune soit exprimée par les lettres p, q , etc. k 
combinées entre elles de quelque manière que 
ce soit ; telle cependant que chacune de ces va- 
leurs substituées au lieu de x dans l’équation , 
réduise le premier membre à zéro , indépendam- 
ment de toute valeur particulière de p, q , etc. 

Nous bornerons au troisième degré , l’applica- 
tion de la méthode que nous allons donner , 
quoiqu’elle s’étende indéfiniment à tous les de- 
grés , et par conséquent au quatrième. Mais pour 
celui-ci , nous emploierons une méthode fondée 
sur les mêmes principes , mais plus expéditive. 
Chacune de ces méthodes consiste à considérer 
l’équation qu’il s’agit de résoudre , comme le 
résultat de deux équations à deux inconnues. 
On peut toujours parvenir à réduire ces deux-ci 
à une seule , qui ne renferme plus qu’une in- 
connue. Il s’agit donc de les choisir telles que 
l’élimination produise une équation que l’on 
puisse supposer la même que l’équation pro- 
posée. Nous allons voir quelles elles doivent 
être pour cet effet. 

Quoique cette méthode n’exige pas qu’on fasse 
disparoîtrc le second terme de l’équation pro-* 
posée , cependant les calculs étant plus simples , 
lorsqu’il n’y a pas de second terme , nous sup- 
poserons qu’on a fait évanouir celui-ci , par la 
méthode donnée ( 1^7 ). 

Algèbre . 
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Ainsi noos supposerons que x m + px m ~* 4 * 
q X m— 5 .j. rx m— 4 e tc. -j- A = o , est en général 
l’équation qu’il s’agit de résoudre. 

On prendra les deux équations... y m — 1=0. 
et ay n ~‘ by m ~ 1 + cy m ~ 5 + dy m ~ i + etc. 
.. + x = o, a, ê, c, etc. étant des quantités 
inconnues que l’on déterminera comme il va être 
dit. 

Par le moyen de ces deux dernières , on éli- 
minera y , ce qui conduira à une équation en x , 
qui sera du degré m , et n’aura point de second 
terme. 

Les coëfficiens des differentes puissances de x t 
seront composés de a, b, c et leurs puissances. 

On égalera chaque coefficient au coefficient 
de pareille puissance de x dans l’équation pro- 
posée x m + p x m —* + etc. ce qui donnera autant 
d’équations pour déterminer a, b , c , etc. qu’il 
y a de ces quantités. Lorsque a , b , c , etc. auront 
été déterminés , on aura toutes les racines ou 
-valeurs de x , en substituant dans l’équation ay m — * 

4- by m ~ * + cy m ~ 3 + dy m 4 4- etc 4. x = o, 

ces valeurs de a , b , c , etc. et mettant successi- 
vement pour y , chacune des racines de l’équa- 
tion y m — 1 = o , qui sont faciles à déterminer , 
comme nous le verrons par la suite. 


Digitized by Google 


de M à t h é m a r i (iu è s. 

Application au troisième Degré. 


*79 


ï5g. Soit donc x 3 -j- px -j- q — O, l’équation qu’il 
s’agit de résoudre . 

Je prends y 3 — 1 = 0 , et ay* b y -J- x = o» 
Pour chasser y, je multiplie cette dernière par y , et 
mettant pour y 3 , sa valeur I tirée de l’équation ^ 3 — 1 — o , 
j’ai ly* xy -j- a — o. Je multiplie de même celle-ci 
par y , et mettant encore pour y 3 , sa valeur 1 , j’ai xy* 


-f- ay 4 = o. 

Ainsi, j’ai les trois équations ay % -f*- ly -f- x = o , 

b* + *) + a = »< 
*y % + *y + * = 

Par le moyen des deux premières , je prends la valeur 
de y 1 et celle de y , selon la méthode des équations dit 


premier degré , à deux inconnues ; j’ai jr* fe= 


et y =fa 


a a 

TJ 


it 

<sx 


xx — ab 
b b — ax 


Je substitue ces valeurs dans la troisième équation 
*y +ay+i=0;jat bi _ +4=0 V 

ou, chassant le dénominateur, et réduisant, 

X 3 — 3 abx -j- a 3 = o. 

+ 4 3 

Comparant cette équation avec x 3 + £ x -{- y :è= o j 
Il faut , pour qu’elles soient les mêmes , que — 3a b = p , 
«t a 3 + 4 3 = qi ce sont-ii les deux équations qui donne- 
ront a et b. 

tr- ' - 

La première donne 4 = — ; substituant dans 

3 * a 

la seconde, on a a 3 — ~ — {< ou ta multipliant 

par a 3 , et transposant, a 6 — y a 3 = -T— , équation qu’on 

M a 
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peut ( 141 ) résoudre comme une équation du second 
degré , et qui par conséquent deviendra 

a 6 — ? « 3 + i f = + àT t 3 1 P uis « 3 » — ? 1 

— ± [/ (iq* + if p 3 ) \ transposant, o 3 = \ q ± 

l/(ïî* + TT^ 3 ), et enfin a = *V (iq + V^’àq* + rff 3 )]» 
Pour avoir 4 , je mets dans l’équation a 3 -f- b 3 = q , 
la valeur de a 3 , que nous venons de trouver , et j’ai 
3Î+ +TîP S ) + i3 = î- et par conséquent b 3 —± q 

-V (i f + if /> 3 )’. donc 4 = ■ ^ [ i q - V/ ( i j* + £ Z- 3 ) J- 


Or l’équation a^“ -{- by + * = O . donne x = 

s . 

— a^* — 4 / ; on a donc x = — [iî + 

ÿ(iq* + irP 3 )] — V (U* + ££*)]♦ 

qui renferme les trois racines. 


11 ne s’agit donc plus que de connoître les valeurs 
de y. Or l’équation y 3 — 1=0, donne y 3 = 1 -, et 
par conséquent, en tirant la racine cubique, y z= 1. 
Pour avoir les deux autres racines, je divise ( 1 5 1 ) 
y 3 — 1 par; — 1 , et j’ai y* + y + 1 , qui étant 
égale à zéro , donne l’équation qui renferme les deux 
autres racines. Cette équation y* ■+• ? 4 " 1 = 0 

, — 1 ± / ( — 3 ) . 

étant résolue , donne y = ; les trots 


valeurs de y sont donc 

3 ) 

y = ^ 

valeurs , dans x = — y* 


• Substituant successivement ces 

*[*!+✓ (3 î* + 37 P 3 ) >' 


* Je ne donne ici qu'un seul signe au second radical , parce 
que je n’al besoin que d’une valeur de a ; il importe peu la-« 
quelle ; chacune satisfait également. 
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— j i/[u — V / (iî“+ï7/’ 3 )^|' et fàisanrattentio» 

que (-^✓(-s) )> , t 


se réduisent , le premier à 

5 ) 


— i — ✓ 


-3 et le second 


3 on a ces trois valeurs de x 

IA 

= - ^ £iî + V (if + ^* 3 ) 

- i/ []iî - v' u ?* + à**) ~ 


_ i + ✓ (— 3 ) ÿ 


i?+V(ïf + iVf ) 
’if-k'tif + *f)" 


= : — ^ ^4» + ✓ (if + £#*)_ 

^Qii- v'uf+w^r* 


✓ (- 3 ) 


160. En considérant les trois valeurs de x qne nous 
venons de trouver, on voit que tant que p sera positif, la 
quantité 3 f a + TT p 3 sera toujours positive., parce que | q^ 
qtri est lequarré de 3 q sera toujours positif, quand même 
q scroit siégatif. Cette même quantité sera encore positive r 
tant que 5 q* sera plus grand que -Jj- p 3 , p étant négatif. 
Dans ces deux cas, les deux dernières, valeurs de x sont 
imaginaires. Car les deux radicaux cubes étant alors des 
quantités réelles et inégales , leur produit par les quantités 
^/( — 3 ) et — ( — 3 ) de signe contraire , ne se détrui- 

ront pas mutuellement ; ainsi il restera de l’imaginaire dans 
chacune dé ces deux valeurs de x. Il n’y a donc alors que 
la première valeur de x, qui soit réelle. 

161. Mais si p étant négatif, xfp 3 se trouvoit plus grand 
que -i alors £ q 1 — -£j p 3 seroit une quantité négative* 

M 3 
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et la quântitc \/ (j — rrp 3 ) seroit imaginaire ; néan- 
moins les trois valeurs de x sont alors réelles. 

Quoiqu'on soit sûr qu’alors les trois racines sont récites» 
on n’a pu néanmoins jusqu’à présent les avoir sous une 
forme réelle , que par approximation. Il faudra donc dans, 
çe cas avoir recours à la méthode d’approximation dont 
nous parlerons dans pen. Ce cas est ce qu’on appelle le 
(«s irréductible. 

Voyons un exemple du premier cas. 

Supposons qu’on demande les racines de l'équation 
— 3y-]~4 = o; je commence par faire dis- 
paroitre ( 1 57 ) son second terme , en faisant y = x — 8 ; 
«ela réduit l’équation à x 3 — l5 x -)- 8Ô = o ; or nous 
avons représenté toute équatioa du troisième degré, sans 


second 

terme 

, par x 3 

+ p ’ 

c + q = 0 ; nous 

avons. 

donc p : 

= — l5 , q = ! 

î 6 ; donc ~ q = l3 , 5 j* = 

: 169 ; 

5 P == - 

— 5 et 

1 i.3 

ÎT P — 

125 

; donc ]/ (j 7 “ + 

£ P 3 ) 

= V ( 

169 - 

- 125) = 

V ( 44 )» k* trols valeurs de * 

seront i 

donc 





* = — 


i3+V/ 

t 

— T/' P i3 — V'(44)T 

x 

I 

+ ✓ (- 
a 

_L>ÿj 

i 3 -}- y/ (44) 



+ L 

- ✓ c- 
% 


i3 — V ( 44 ) 


X 

I 

- ✓ C- 

a 

31 i/ 

i3 + y/ (44) 



+ - 

4 - ✓ (- 

2 

31 ÿ 

i3 — ÿ ( 44 )^ 

• 


C'est-à-dire , que la première est négative , et les deuxautres 
imaginaires. 


Pour le quatrième Degré. 

*§8. Pour appliquer la méthode précédente au quatrième 
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degré , on prenilroit les deux équations y* — i- =. o , 
et y 3 -J- a y 1 4* by 4* x = o. Multipliant celle-ci trois- 
fois consecutives par y, et substituant à mesure , pourri* sa 
valeur i, on auroit quatre équations- en;etr, de trois 
desquelles tirant tes valeurs de y‘ et y, et les substi- 
tuant dans la quatrième, on auroit une équation du quatrième 
degré enx, que l’on compareroit terme à terme, comme 
ci-devant , avec l’équation générale du quatrième degré. 


t 63 . Mais la résolution sera encore plus facile en prenant 
les deux équations y % — i = o , et^ (ax -}- è) + *“ + 
c — o. Multipliant cette dernière par y, et substituant 
pour y 2 sa valeur i , on a les deux équations- 

j (ax 4* *) 4" *“ -j-c = o~ 

y (** + c) + «x + j =0 . 

Substituant dans la seconde , la valeur de y , tirée de 
la première, on a, toute réduction faite, 

x* -j- 2 ex* — 2aéx -f- cc = o. 

— a ex* — b b 

Qui étant comparée avec l'équation générale du quatrième 
degi i ** + /> x* -f-yx’-J- r = o , donne 2 c — aa-= p , 
— 2 ai = q , cc — ■ b b — r. De ces trois équations , la 


première donne c = 


a a 


la seconde , b = 


— —1 . 


a a a 

substituant dans là troisième , on a toute réduction faite, 
a 6 -(- 2/»a> -j- [pp — 4 r ) a» — qq = o. 
Equation qui, quoique du sixième degré, se résout néan- 
moins-comme une du troisième , parce qu’elle ne ren- 
ferme que des puissances de a*. 

Ayant donc trouvé a* par la méthode donnée ( 1 5 g ) , 
on aura a, et par conséquent b et c, parles équations 


b = 


et c — 


p + aa 


Alors l’équation.. 


Jt (ax -}- b) -j- x* -f c = O , étant résolue en regardant. 

M 4 
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cenx qu’on doit admettre et ceux qu’on doit 
rejeter ; mais auparavant , il faut exposer com- 
ment on trouve tous les diviseurs d’un nombre. 

1 66. Pour trouver tous les diviseurs d’un 
nombre , il faut le diviser successivement par 
les nombres premiers par lesquels il pourra être 
divisé , en commençant par les plus simples , 
et continuer de diviser par le même nombre tant 
que cela se pourra. Alors on écrit à part et sur 
une même ligne tous ces nombres premiers , et 
chacun autant de fois qu’il a pu diviser. On les 
multiplie ensuite , deux à denx , trois à trois , 
quatre à quatre , etc. ces produits et les nombres 
premiers qu’on a trouvés , et l’unité , forment 
tous les diviseurs cherchés. 

Par exemple , veut-on avoir tous les diviseurs de 6o. 

Je divise 6o par 2 , ce qui me doune 3 o ; je divise 
3 o par 2 , ce qui me donne 1 5 ; je divise l 5 par 3 , ce 
qui me donne 5 ; enfin je divise 5 par 5 , ce qui me 
donne I. Ainsi les diviseurs premiers sont 2 , 2 , 3 , 5 ; je 
les multiplie deux â deux, ce qui me donne 4,6, 10, 
6, 10 , i 5 . 

Je les multiplie trois à n-ois, et j’ai , 12, *o, 3 o, 3 o; 
enfin les multipliant quatre à quatre , j’ai 60. 

Rassemblant tous ces diviseurs, en rejettant cependant 
ceux qui se trouvent répétés, j’ai , en y comprenant l’unité 
qui est diviseur de tout nombre , 

r, 2, 3 , 4, 5 , 6, 10, 18, i 5 , 20, 3 o, 60. 
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167. Sapposons maintenant qu’on vent avoir 
les diviseurs commensurables d’une équation , 
lorsqu’elle en a. Par exemple , d’une équation 
du quatrième degré , représentée généralement 
par x 4 + px 3 + q x* + rx + s = o. Représentons 
te diviseur par x + a ; alors l’équation proposée 
peut donc (i 5 i) être considérée comme ayant 
été formée de la multiplication de x -f- a par un 
facteur du troisième degré , tel que x 3 -f- Ax* + 
mx -J- n; multiplions donc ces deux facteurs l’un 
par l’autre ; nous aurons 

x 4 -f- Ax ! + mx% + «x an = o 
+ «x* + akx* + amx, 
qui devant être la même chose que x 4 + px 3 -f- 
qx* + rx -f- s = o, donne les équations sui- 
vantes , k + a = p , m ak = q r n + a m — r , 

s r — n « — m 

an — s . ou n = — , m = , k — > 

a a a 



a 


Supposons donc maintenant qu’ayant pris pont 
a un des diviseurs du dernier terme , je veux 
savoir s’il peut être admis ; les équations n = -j- > 
m = r ~~ - , etc. me disent ; divisez le dernier 

terme de l’équation par ce diviseur ; retranchez 
le quotient , du coefficient de x , et divisez le 
reste par ce même diviseur; retranchez ce second 
quotient du coefficient de x* , et divisez le reste „ 
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encore , par le même diviseur ; et continuez tou- 
jours de même jusqu’à ce que vous soyez arrivé 
au coefficient du second terme de l'équation , 
pour lequel vous devez trouver 1 pour quotient. 
Si le diviseur que vous avez pris , satisfait à 
toutes ces divisions , il peut sûrement être pris 
pour a ; mais si l’une seulement de ces divisions 
ne peut être faite exactement , le nombre que 
vous avez choisi doit être rejeté. 

Comme l’unité est toujours diviseur de tout 
nombre , il est visible qu’il faudra aussi tenter 
l’unité , tant en + qu’en — ; mais on aura 
plutôt fait pour celle-ci de l’examiner en subs- 
tituant successivement 4 - 1 et — J au lieu de x 
dans l’équation ; substitution qui est très-facile 
puisque toute puissance de + 1 est + 1 , et 
que toute puissance paire de — 1 est -f- 1 , et 
toute puissance impaire , — 1 . Si ni l’une ni 
l’autre de ces deux substitutions ne donnent o 
pour résultat , alors a ne peut être ni + 1 , 
ni — 1. 

Cela posé , voici comment on procédera à 
l’examen de tous les diviseurs du dernier terme , 
autres que l’unité. 

Supposons qu’on demande si l’équation x + — • gx 3 -f- 
23 x a — 20 x -p J 5 = O, a quelque diviseur coromcntu- 
rablc; je cherche les diviseurs du dernier terme l 5 , autres 
que l’unité} les ayant trouvés , je les écris par ordre de 
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grandeur ( en le» prenant tant en -f- qu’en — ), comme o» 
le voit ici à la première ligne des nombres. 

x* — gx 3 -j- *3** — 20 x -j- i5 = 0. 

Diviseurs de i 5 ..- -f- 1 5 , -f- 5 , -f- 3 , — 3 , — 5 , — i 5 

+ 1,+ 3 , + 5 , _ 5 , _ 3 , _ 1 

— 21,— 23 , — s 5 , — 15 , — 17, — J9 

+ 5 - 
•f 18 
— 6 
— 3 - 
+ 1 

Je divise le dernier terme -j- l 5 par chacun des nombre* 
de la première ligne , et j’écris les quotiens , pour seconde 
ligne. 

Je retranche chaque terme de la seconde ligne, du coef- 
ficient de x, c’est-à-dire, de — 20, et j’écris les reste* 
pour la troisième ligne. 

Je divise chaque terme de celle-ci par le terme corres- 
pondant de la première ligne, et à mesure que je trouve 
un quotient exact, je l'écris. Ici je n’en trouve qu’un , sa- 
voir -|- 5 ; ainsi je suis sûr qu’il ne peut y avoir qu’un divi- 
seur commensurable. Mais soit qu’il n’y ait qu’un quotient 
exact , soit qu’il y en ait plusieurs , on continuera en cette 
manière. 

Je retranche chaque quotient , du coefficient 23 de x a , 
et j’écris les restes pour cinquième ligne ; c’est ici -|- 18. 

Je divise, de même que ci-devant , chacun de ces reste» 
par le terme correspondant de la première ligne , et j’écris 
chaque quotient au-dessus ; c’est ici — 6. 

Je retranche chacun de ces nouveaux quotiens , du coef- 
ficient — 9 de x 3 ; j’écris les restes au- dessous •, c’est ici — 5 . 

Enfin je divise ceux-ci, encore par le terme correspon- 
dant de la première suite. Je trouve pour quotient -j- 1 ; 
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d’où je conclus que le terme correspondant — 3, de la 
première ligne est a ; et que par conséquent le diviseur 
K -(- a , est * — 3 ; c'est-à-dire , que x — 3 divise l’équa- 
tion-, donc x = 3 est la valeur commensurable de x dans 
l'équation proposée. 

De la manière d’approcher des racines 
Équations 

168. La méthode que nous allons exposer pour 
approcher de la valeur de l'inconnue dans les 
équations , suppose qu’on ait déjà une valeur de 
cette racine , approchée seulement jusqu’à sa 
dixième partie près. Voyons donc comment on 
peut se procurer cette première valeur. Prenons 
pour exemple , l’équation x z — 5 x + 6 = o. 

Je substitue dans cette équation , au lieu de x , plusieurs 
nombres , tant positifs que négatifs , jusqu’à ce que deux 
substitutions consécutives me donnent deux résultats de 
signes contraires. Lorsque j’en ai rencontré deux de cette 
qualité, je conclus que la valeur de x est entre les deux 
nombres qui, substitués au lieu de x , ont donné ces deux 
résultats , en sorte que si ces deux nombres ne different l’un 
de l’autre que de la dixième partie de l’un d'entre eux, j'ai 
la valeur approchée que je cberche, en prenant l’un ou 
l’antre, ou un milieu entre eux. 

Mais s’ils diffèrent davantage , alors j’opère comme on 
va le voir. 

Je substitue dans l'équation x 3 — 5x -f- 6 = o, les 
nombres o , I , s , 3 , 4, etc. mais je m’aperçois bientôt 
qu'ils donnent tous des résultats positifs, et que cela iroit 


composées. 
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toujours de même à l’infini. C’est pourquoi je substitue les 
nombres o — x , — 2 , — 3, etc. ce qui me donne les 


résultats suivant. 

Subtilulicns . Résultats . 

o + 6 

«— î + io 

-8 + 8 

— 3 — 6. 

Je m’arrête donc i ces deux derniers , et je conclus que 
l’une des racines est entre — fl et — 3. Mais comme ces 


nombres diffèrent de i , qui est plus grand que la dixième 
partie de chacun , je prends un milieu entre les deux 
nombres , c’est-à-dire , que je prends la moitié — fl, 5 
de leur somme — 5 . Je substitue — 8,5 , au lieu de x dans 
l'équation, et je trouve pour résultat 4 * 8,875, c’est-à- 
dire une quantité positive; je conclus donc que la racine 
est entre — î , 5 et — 3 . 

Je prends un milieu entre — fl , 5 et — 3 ; c’est — fl, 7 « 
en négligeant au-delà des dixièmes. 

Je substitue — S, 7 dans l’équation, au lieu de x , je 
trouve pour résultat — o, i83, c'est-à-dire , une quantité 
négative. Donc puisque — s , 5 a donné Un résultat positif, 
et que — *,7 en donne un négatif, la valeur de x, est 
•entre — S ,5 et — 5,7 ; or ces deux nombres ne diffèrent 
que de 0,8 qui est plus petit que le dixième de chacun 
d’eux } donc la valeur de x est ( en prenant un milieu entre 
deux ) — 8,6 à moins d’un dixième près. 

Ayant ainsi trouvé un nombre qui ne diffère pas de x , 
d’un dixième de la valeur de cette même quantité , je 
suppose x égal à ce nombre plus une nouvelle inconnue z; 
c’est-à-dire ici, je suppose x =— 8,6 + z , et je substitue 
cette quantité au lieu de x, dans l’cquation ; mais comme < 
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«st tout au plus un dixième de la quantité 2,6; que par 
conséquent son quarré sera tout au plus la centième partie 
■du quarré de celui-ci ; son cube tout au plus la millième 
partie du cube de celui-ci , et ainsi de suite , je néglige dans 
cette substitution, toutes les puissances de z au-dessus de 
la première ; et afin de ne pas faire de calculs inutiles , 
je n’admets dans la formation du cube de — 2,6 + z 
{ et des autres puissances s’il y en avoit} que les deux pre- 
miers termes que doit donner la règle donnée ( 126). 

Pour substituer avec ordre , j’écris comme ou le voit ici ; 

X 3 = ( — 2,6 + z ) 3 = ( — 2 , 6 ) 3 + 3 ( — 2,6)* . * 
— 5 x = — 5 ( — 2,6 -J- z ) = — 5 ( — 2,6 ) — - 5 * 

+ 6 = -[-6 

Réunissant donc , j'aurai pour le résultat de la substitution , 
( — 2,6 j 3 + 3 ( — 2,6)“ . z — 5 . ( — 2,6) — 5 t + 6 = o, 
ou, en faisant les opérations indiquées , et les réductions, 

l5,28 z + 1,424 = O ; d’où je tire z = — >4 . 

en réduisant en décimales , donne z = — 0,09 ; quantité 
dans laquelle je ne pousse la division que jusqu'à un 
chiffre significatif seulement. En général , il ne faut la 
pousser, que jusqu’à autant de chiffres significatifs, (y 
compris le premier qu’on trouve ) qu’il y a de places entre 
celui-ci et le premier chiffre de la première valeur appro- 
chée de x; ici entre 9 ( qui est le premier chiffre signifi- 
catif du quotient 0,09) et 2 (qui est le premier chiffre de 
2,6) première valeur approchée de x , il n’y a qu’une 
place; c’est pourquoi, je m’arrête au premier chiffre signi- 
ficatif 9. 

La valeur de x , savoir x = — 2,6 + z , devient donc 
X = — 2,6 — 0,09 , c’est-à-dire , x = — 2,69. 

Pour avoir cette valeur de x plus exactement , je suppose 
actuellement x = — 2,69 + i ; 
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x 3 =(— 2,6g) 3 + 3 (— *,69 )»'.! 
— 5 x = — 5 (— 2,69) — 5 t 
+ 6 = + 6 

Et par conséquent, après les opérations faites, — 0,0 1 5 109 

» . J- Ort -, , . . O-OlSlOQ 

-J- i6,7oo3 t = o ; d ou 3c lire t = ----- ^ , qui revient à 
I = 0,000904. 

La valeur de x, savoir x — — 2,69 - 4 * devient donc 
x = — 2,69 -J- 0,000904 = — 2,689096. 

Si l'on veut pousser plus loin, on fera 

x = — 2,689096 -f- « , et on se conduira de la même 
manière. 



SECONDE 
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SECONDE SECTION, 

Dans laquelle on applique l'Algèbre à 
V Arithmétique et à la Géométrie. 

169. I_iORSQü’oN a représenté d’ilne manière 
générale chacune des quantités , soit connues , 
soit inconnues , qui entrent dans une question, 
et que l’on a exprimé , par des équations , toutes 
les conditions qu’elle renferme , on peut alors 
abandonner totalement de vue la question , pour 1 
s’occuper uniquement de ces équations et de 
l’application des règles qui leur conviennent. 
Alors si l’on a bien présent à l’esprit ce que 
l’on est convenu d’entendre , soit par les signes , 
soit par la disposition des lettres , chaque équa- 
tion devient , comme un livre , où l’on peut lire, 
avec plus de facilité , les dilférens rapports qui 
lient les quantités les unes aux autres. On peut, 
par différentes applications des règles exposées 
dans la première section , donner à ces équa- 
tions de nouvelles formes qui rendent encore ces 
rapports plus faciles à saisir. En un mot, on 
peut les considérer comme le dépôt des propriétés 
de ces quantités , et des solutions générales d’un 
grand nombre de question^ qu’on n’avoit point 
Algèbre. N 
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en vue , qu’on ne soupçonnoit' pas meme tenir 
de si près à la question principale. 

En effet , puisque les règles qui servent à 
trouver les valeurs des inconnues , ont toutes 
pour objet de ramener chaque quantité incon- 
nue à former seule le premier membre d’une 
équation dont le second seroit composé de toutes 
les autres quantités , et que ces règles sont évi- 
demment applicables à chacune des quantités qui 
entrent dans ces équations , il est visible qu’on 
peut toujours , par ces mêmes règles . parvenir 
à avoir seule dans un membre , l’une quel- 
conque des quantités qui entrent dans une équa- 
tion , et n’avoir que les autres dans le second 
membre. Alors on est dans le même cas que si 
l’on avoit eu à résoudre la question où toutes 
ces dernières seroient connues , et celle - là 
seule , inconnue. On voit donc qu’une même 
équation résout autant de questions différentes 
qu’elle renferme de quantités différentes. Ren- 
dons cela sensible , par des exemples. 

/ 

Propriétés générales des Progressions 
. ' arithmétiques. 

170. Nous avons vu ( Arith. 190 ) qu’un 
terme quelconque d’une progression arithmétique 
croissante , étoit composé du premier, plus autant 
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de fois la différence commune , qu’il y a de 
termes avant celui que l’on considère. 

Si donc on représente“par a la valeur nnmé- 
tique du premier terme ; par u , celle du terme 
dont il s’agit ; par d , la différence commune , 
ou la raison de la progression ; et enfin par n, 
le nombre total des termes ; alors le nombre 
des termes qui précèdent le terme « , sera ex- 
primé par n — t ; et la proposition que nous 
venons de citer, pourra se traduire en langage 
algébrique, par cette équation ;u = a + (n — 1) d , 
qui résout la question où connoissant la raison d 
d'une progression , le nombre n des termes , et 
la valeur a du premier , on demanderoic quelle 
doit être la valeur du dernier u. 

Mais puisqu’il entre quatre quantités dans cette ' 
équation , je dis qu’elle résout quatre questions 
générales. En effet , 

1°. Si l’on regarde a , comme l’inconnue et 
que l’on en cbcrche la valeur , suivant les règles 
de la première section , on aura a~u-(n- 1 } d, 
qui nous apprend que le premier terme d’une 
progression arithmétique croissante sc trouve en 
retranchant du dernier u , la différence d prise 
n — t de fois , c’est-à-dire , la différence prise 
autant de fois moins une qu’il y a de termes 
en tout. 
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2 0 . Si l’on regarde n comme l’inconnne , l'équa- 
tion u = a + ( n — 1 ) d , qui n’est autre 
chose que u = a + nd — d , donne en trans- 
posant , nd = « — a -J- d , et en divisant,- 

n = J = — 2 — ‘ + 1 > q ul m apprend 

que connoissant le premier terme a , le dernier 
« et la raison d d’une progression arithmétique , 
je saurai combien il y a de termes , en retran- 
chant le premier du dernier , divisant le reste 
par la raison d , et ajoutant une unité au quo- 
tient. Par exemple , si je sais que le premier 
terme d’une progression est 5 , le dernier 37 , 
j:t la différence 2 ; de je retranche 5 , ce 
qui me donne 32 qui étant divisé par la diffé- 
rence 2 , donne 16 auquel ajoutant 1 , j’ai 17 
pour le nombre des termes de cette progression. 

3 °. Enfin , si je regarde d comme l’inconnue 
dans l’équation u = a + ( » — 1 ) d , j'aurai , 
en transposant ,(» — i) d = u — a, et en 

divisant par n — 1 , d = , qui m’apprend 

que pour connoître la différence qui doit régner 
dans une progression arithmétique dont le pre- 
mier terme, le dernier et le nombre des termes 
sont connus , il faut retrancher le premier du 
dernier , et diviser le reste par le nombre des 
termes moins un. Cette règle revient à celle que 
nous avons donnée ( Arith. tg 3 ) pour trouver 

1 
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un nombre déterminé de moyennes proportion- 
nelles entre deux quantités données. Nous avons 
dit qu’il falloit retrancher la plus petite de la plus 
grande , et diviser le reste par le nombre des 
moyens augmenté d’une unité , ce qui est évi- 
demment la même chose , puisque le nombre 
des moyens est moindre de deux unités que le 
nombre total des termes de la progression. 

La seule équation « = a + (« — 1 ) d , 
nous donne donc la résolution de quatre ques- 
tions générales ; c’est-à-dire , nous met en état 
de résoudre celle - ci qui les comprend toutes 
quatre : De ces quatre choses , le premier terme , 
le dernier , le nombre des termes et la différence 
d’une progression arithmétique, trois quelconques 
étant connues, trouver la quatrième. 

171. Toute autre propriété générale , énoncée 
aussi d’une manière générale , nous conduira par 
les mêmes moyens , à la résolution d’autant de 
questions différentes qu’il entrera de quantités 
dans l’énoncé de cette propriété. 

Par exemple , c’est encore une propriété des 
progressions arithmétiques , que pour avoir la 
somme de tous les termes de quelque progression 
arithmétique que ce soit , il faut ajouter le premier 
terme avec le dernier, et multiplier le résultat par 
la moitié du nombre des termes : 

N 3 
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Par exemple , pour avoir la somme des cent 
premicis termes de cette progression — t. 3 . 5 . 7, 
etc. dont le centième est îgg; au dernier 19g 
j’ajouterois le premier terme j , et je multiplierois 
le résultat 200 , par 5 o , qui est la moitié de 
1 00 , nombre des termes ; ce qui me donne 1 0000 
pour la somme des cent premiers nombres im-» 
pairs. 

Nous allons démontrer cette propriété , dans 
un instant ; mais pour ne point perdre de vue 
notre objet , si en conservant les mêmes déno* 
minations que ci-devant , nous nommons , de 
plus , s la somme de tous les termes j nous aurons 
pour la traduction algébrique de cette propriété 

j = ( a + u ) X 

Cette équation nous met en état de résoudre 
cette question générale qui en comprend quatre. 
De ces quatre choses , le premier terme , le dernier , 
le nombre des termes , et la somme de tous les termes 
d'une progression arithmétique , trois étant connues , 
trouver la quatrième. 

En effet, i°. si l’on connoît a , u et n , l’équa* 
tion donne immédiatement la valeur de s. 3 0 . Si 
l’on connoit a, u et s ; pour avoir n , on chassera 
le diviseur 2 , et l’on aura 2s=(tf + w)xrç 
ou ( a 4- u ) X n — 2 s ; et en divisant par 
a + u, n = -~j~ > équation où n est connu» 
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puisqu'on suppose que l’on connoît les quantités a, 
« et i qui entrent dans sa valeur. 3 °. et 4 0 . Si 
l'on connoît a, J et s, ou u , s et », et que 
l’on veuille avoir u ou a , on reprendra l’équation 

i = (a + u ) x chassant la fraction, on 
a 2J = (a + «)x«; divisant par n , il vient 
a -f- u = d’où l’on tire u = — a , qui 

satisfaits la première question , et a — u , 

qui satisfait à la seconde. 

Démontrons maintenant la propriété que nous 
venons de supposer. 

Il est évident que si nous continuons de repré- 
senter le premier terme par a , et la différence 
par d , nous pouvons représenter toute progression 
arithmétique croissante par la suivante — a . a d 

,3+2d.a+3d.a + 4 d.a-\-5d.a-\-6d, etc. 
Concevons que , sous cette progression arithmér- 
tique , on fasse répondre terme pour terme , la 
même progression , mais dans un ordre renversé , 
on aura C 


4- a . a+ d.a+sd.a + 3d.a + 4 d.a + 5d.a + 6d 
1- a + 6 d . a + 5 d . a +4 d . a + 3 d . a + 2 d . a 4- d.a 

Comme ces deux progressions sont égales, il est 
évident que la somme des termes de l’une des 
deux, est la moitié des deux réunies ; or si l’on ÿ 
fait attention, on voit que les deux termes corres- 

N 4 
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pondans font et doivent toujours faire tme même 
somme , et que cette somme est celle du premier 
et dq dernier terme de la première progression , 
réunis; donc la totalité des deux progressions se 
trouvera en ajoutant le premier et le dernier termç 
de l’une , et prenant ce résqltat autant de fois qu’il 
y a de termes ; donc pour l’une seulement de ces 
deux progressions , il faudra ajouter le premier et 
le dernier, prendre ce résultat, seulement moitié 
autant de fois qu’il y a de termes, c'est-à-dire , lç 
multiplier par la moitié du nombre des termes. 

17a. Les huit questions générales que non* 
venons derésoudre, tienuentdoncàdeuxprincipes 
seulement, savoir , celui que nous avons énoncé 
( 1 70 ) , et celui que nous avons énoncé (171); et 
puisque leur résolution se tire immédiatement des 
deux équations qui sont la traduction algébrique 
de ces deux énoncés , on voit comment à l’aide de 
l’Algèbre , on peut faire découler d’une même 
•source toutes les vérités qui en dépendent. 

Quoique ces propriétés ne soientpas toutes éga^ 
lçment utiles , cependant commes elles sont sim- 
ples , elles çn sont d’autant plus propres à faire 
bien sentir l’usage des équations. C’est pourquoi 
nous continuerons d'exposer cet usage, en les 
prenant encore pour exemple. 

Dans ce que nous venons d’exposer, non? 
n’avons considéré qu’une sçule équation à la fois. 
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Mais si deux ou un pins grand nombre d’équations 
qui expriment des propriétés différentes de quel- 
ques quantités , se trouvent avoir quelques-unes 
de ces quantités qui leur soient communes , alors 
on peut encore en dériver un très-grand nombre 
d’autres propriétés , et cela avec une très-grande 
facilité. Par exemple , les deux équations fonda- 
mentales des progressions arithmétiques , savoir 

v — a + ( n — l) d çt s = (a + «) X -y > 

ont trois quantités communes entr’elles , savoir 
a , u et », Si l’on prend successivement dans cha- 
cune de ces deux équations la valeur de l’une 
quelconque de ces trois quantités , et si l’on égale 
ensuite ces deux valeurs, on aura une nouvelle 
équation dans laquelle cette quantité ne sera plus , 
et qui exprimera le rapport que les quatre autres 
ont entr’elles , indépendamment de celle'-là. Par 
exemple, si je prends dans chaque équation la va- 
leur de a, j’aurai ces deux valeurs a = « — 

( n — 1 ) d, et a = u ; donc en égalant , 

j’aurai « — r ( n — t ) d — — — u , équation de 
laquelle, en considérant successivement u, n, d 
çts comme inconnues , je tirerai comme ci-dessus, 
quatre nouvelles propriétés générales des progres- 
sions arithmétiques. Par exemple , en regardant s 

• , . . . •?. n u — - n,(n — î ) d 

çorame iqconnue,jç tirerai s = — —y 
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qui me donne le moyen de connoître la somme 
d’une progression arithmétique , parle moyen du 
dernier terme , de la différence , et du nombre des 
termes , puisqu’il n’entre que ces trois quantités et 
des nombres connus , dans le second membre. 

Si au lieu de chasser ou déliminer a , nous 
eussions éliminé u où n , nous aurions eu , de 
même , pour chaque élimination , une nouvelle 
équation qui auroitrenfermé quatre des cinq quan- 
tités a , u, n , d , s ; et en considérant successive- 
ment chacune de ces quatre quantités, comme in- 
connues , on tireroit de chaque nouvelle équation 
quatre nouvelles formules, qui sont autant d’ex- 
pressions différentes des quantités a , u, n , d, s; 
expressions dont chacune a son utilité particulière, 
selon que dans la question qu’on proposera rela- 
tivement aux progressions arithmétiques , on con- 
noîtra telles ou telles deces quantités. Par exemple, 
si l’on medemandoit la somme de tous.les termes 
d’une progression arithmétique, dont on me feroit 
connoître le premier, la différence, et le nombre 
des termes; alors comme le dernier terme m’est 
inconnu , j’éliminerois k , et j’aurois une équation 
qui ne renfermant plus que a , n , d et s , me feroit 
aisément connoître s. 

Concluons de - là que les deux équations 
« = a -f- (n — 1 ) et j = (« + «) X y 
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donnent la résolution de toutes les questions qu’on 
peut proposer sur les progressions arithmétiques , 
lorsqu’on y connoît immédiatement trois des cinq 
quantités a , « , n , d , s. 

173. Pour donner quelqu’application de ces principes, 
supposons qu'on demande le nombre des boulets de la base 
d’une pile triangulaire. 

11 est clair que le nombre des boulets contenus dans 
chaque bande parallèle à l’un des côtés , diminue de 1 
à chaque bande ; et que le nombre des bandes est le 
même que le nombre des boulets rangés sur un côté. 
Donc si on appelle n ce nombre, la totalité des boulets 
Sera la somme de tous les termes d'une progression arith- 
métique croissante qui commence par 1 , dont le dernier 
terme est n, et dont le nombre^des termes est n; elle 

est donc exprimée par (n + 1 ) X Si le côté est de 6 , 
par exemple , il aura 21 boulets. 

Ce même principe de la formation des termes d'une 
progression arithmétique , peut être employé de même 
à trouver la surface d’un trapèze ou d’un triangle. Car 
imaginant la hauteur partagée en une infinité de par- 
ties égales , par des parallèles à la base , il est aisé de 
voir que le trapèze total sera partagé en une infinité de 
petits trapèzes qui iront en augmentant d’une même 
quantité. Il ne s’agit donc pour avoir leur totalité { 17 I ) 
que d'ajouter les deux extrêmes , et d’en multiplier la 
moitié par le nombre des termes ; mais i cause que ces 
trapèzes sont d’une hauteur infiniment petite , chacun 
peut être censé égal à sa base, multiplié' par sa petite 
hauteur. Donc si on appelle B et b les deux bases de 
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«es trapèzes extrêmes , h leur hauteur commune , et « 

le nombre des parties de la hauteur totale , on aura . . . 

R h 4" ^ A R 4* ^ • i i 

X » ou X » h\ mais nh fait la hau- 

» a 

teur totale du trapèze ; donc il faut multiplier la moitié 
de la somme des deux bases opposées , par la hauteur du 
trapèze proposé. 

De la sommation des Puissances des 
termes d’une progression arithmé- 
tique quelconque. 


174. Soient a, b , c , d, etc. plusieurs nombres 
en progression arithmétique , dont la différence 
s©it r. On aura i°. b = a 4 - r, c = b 4- r, 
d = c + r,e— d + r. 

2 0 . En quarrant, on aura 

b* = a* + 2 ar + r* , 

c* — é* + 2 br + r* , 

d' = c* + 2 c r + r*, 

<r* = d % + 2 dr -f r*. 

3 *. En cubant, on aura 
è 5 = a 3 + S a*r + 3 ar* 4 - r* , 

c 5 = b* 4- 3 b'r + 3 br % 4- r 5 , 

d s = c 5 4- 3 c*r 4- 3 cr* 4- r s , 

e s = d s 4- 3 d*r 4- 3 dr* 4* r*. 

Si l’on ajoute maintenant, les équations des 
quarrés , cntr’elles ; et celles des cubes , aussi 
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entr’elles , on anra, après avoir effacé les termes 
égaux et semblables qui se trouveront dans dif- 
férens membres. 


i°. f a = a 1 + 2 ar + 2 h r + « cr + 
st dr + 4 r* ou e a = a’ + st r (a + b 4. 
c + d ) + 4 r* ; et Ion voit qu’en général 
si le nombre des quantités a , b , c , d , etc. . étoit 
marqué par n; que la dernière fût marquée par u , 
et la somme de toutes ces mêmes quantités pars', 
on auroit «* = a a + 2 r ( i' — u ) + ( n — 1 ) r*; 
car 2 r est multiplié par tomes les quantités a ,b , 
c , etc. excepté la dernière , et r a est ajouté à lui- 
même autant de fois qu’il y a d’équations , c’est- 
à-dire autant de fois moins une qu’il y a de quan- 
tités a, b, c, etc. Or cette équation renfermants', 
il est aisé d’en tirer la valeur de cette quantité, et 
par conséquent , l’expression de la somme de tous 
les termes d’une progression arithmétique. Cette 


valeur de s' est s' 


u a — a 2 3 4 — (n — I ) r 2 
a r 


+ «. 


2 0 . Si l’on ajoute de même les équations des 
cubes, on anra, après avoir effacé les quantités 
semblables et égales qui se trouveront dans dif- 
férens membres , 

e z = a* + 3 a a r -f 3 J‘r + 3 (’r + 

3 d'r + 2ar‘ + 3 b r“ + 3cr‘ + 3dr * + 

4 r *- 
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C’est-à-dire, e 3 = a 3 + 3 r (a 4 -}- b* -f- 
c 4 -f- <^ 4 ) -H 3 r* (<*•4* è -{- c -j- ) -f* 

4 

Où l’on voit que la quantité qui multiplie 3 r, 
est la somme de tous les quarrés , excepté le der- 
nier; que la quantité qui multiplie 3 r’, est lasomme 
de toutes les quantités, excepté la dernière; et qu’en* 
fin le cube r 3 a été ajouté à lui-même autant de 
fois qu'il y avoit d’équations , c’est-à-dire, autant 
de fois moins une qu’il y a de quantités ; par 
conséquent, en général, et en nommant s" , la 
somme des quarrés , u le dernier terme, on aura 
v ! = a 1 + 3 r ( s" — m 4 ) •+• 3 r 4 (s' — u ) 
.+ ( » — i ) r 3 . 

Donc, connoissant le premier terme, le dernier, 
la différence, et le nombre des termes , on pourra 
avoir par le moyen de cette équation , la valeur 
de s", c’est-à-dire, de la somme des quarrés; 
car la quantité s' a été déterminée ci-dessus. Si 
donc on substitue pour s' , sa valeur , on aura 

« 3 = a 3 + 3 r ( s" - « 4 + 3 r 
-f ( n — 1 ) . r 1 , ou 2 u s == 2 a 3 + 6 r j“ — 
6 ni 4 + 3 ru 4 — 3 r a 4 — 3. ( n — 2 ) . r 3 + 2 
, ( n — 1 ) . r 3 , qui , après les opérations ordi- 
naires , donne 

„ 2 u 3 — îa 3 + 3ru* + 5 m* + (n — 1 ) « r 3 

s = 67 

Si l’on prend de même les quatrièmes puissances 
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des équations b — a + r,c=b + r, etc. 
qu’on les ajoute et qu'on les traite de la même 
manière, on trouvera de même la somme des 
cubes. On s’y prendra de même pour trouver la 
somme des puissances plus élevées. 

Si l’on suppose que la progression arithmétique 
dont il s’agit, soit la suite naturelle des nombres, 
à commencer par l’unité, c’est-à-dire, soit, 1 , 
2,3, etc. 


Alors on aura a — 1 , « = » ; car , en gé- 
néral , u est = a + ( n — 1 ) . r , qui devient 
ici, u = t + n — 1 = ». La valeur de s“ de- 

• , , u an 3 — a-t-3n a -t-5-(-n — 1 

viendra donc s = : » 


, . » 2 n J 3 n* -p n 

c est-a-dire , s = = « 

O 

_ n (w + 1) . (an + 1) 

6 


a »* 4* 3 n + r 


175. Pour application de ces méthodes, supposons 
qu’on veut savoir combien il y a de boulets dans une 
pile quarree dont on connoît le nombre des boulets d’un 
des côtes de la base. Il est évident que cette pile est 
composée de rangs parallèles à la base , qui sont tous 
des quarrés dont le côté va continuellement en dimi- 
nuant de x à compter de la base, ou en augmentant 
de I à compter du sommet. La totalité est donc la somme 
des quarrés de la suite naturelle des nombres , prise 
jusqu'au nombre » qui marque le nombre des boulets 
d’un des côtés de la base ; cette totalité est donc expri- 

_> "•(»+') .fs» + >) . ... 

mes par — ; c est-a-dire , que pour 
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"\ 


l'avoir, il faut suivre cette règle . Au nombre 

des boulets d'un des côtés de la base et à son double , 
ajoutes un t multipliez les deux résultats f un par l'autre , 
et leur • produit par le nombre même des boulets du côté ; 
il prenez le sixième de ce dernier produit. Par exemple , 
si la pile quadrangulaire a 6 boulets de côté, à 6 et à son 
double ia , j'ajoute l , cc qui me donne 7 et 1 3 , qui, 
multipliés l’un par l’autre, font 91 ; je multiplie celui-ci 
par 6 , ce qüi fait 546, dont le sixième 91 est le nombre 
des boulets de la pile. 

Lorsque la pile n’a point pour base un quarré , mais 
Un parallélogramme , il faut la concevoir partagée en 
deux parties ( Jig . 2 ) dont l'une est la pile quadrangulaire 
dont nous venons de parler , et dont l’autre est un prisme 
dont on évaluera la totalité des boulets en multipliant 
le nombre des boulets contenus dans le triangle CEH, 
par le nombre des boulets de C £ ou de AB — 1. 


176. Donc, et d’après ce qui a été dit ( 173 ), si 
on nomme m le nombre des boulets de l’arête supé- 
»•(»+!) (>« + O 


rreure AB, on aura 

71 -f- 1 

. ( m - 

Oi ' 


+ n 


1 ) poifr le nombre total des boulets 
contenus dans la pile oblongue. Or cette quantité est 


+ 


X 


(• 


3 m 


(- 


m H- 1 (m -4- n — 


-) 


Et comme il est évident que m -j~ n — I exprime le 
nombre des boulets contenus dans l’arête DF ou dans sa 
parallèle Gl , il s’ensuit que pour avoir le nombre des boulets 
contenus dans une pile oblongue , il faut multiplier le nombre 

des 
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des boulets de la face triangulaire , par le tiers de la somme 
des trois arêtes parallèles. 

Ainsi la pins petite arête AB étant de Si, et le côté 
de la base triangulaire, de 8; ce qui donne s 1 -f- 8 — 1 
ou 38 pour chacune des deux autres arêtes parallèles , 


j’opère comme il suit : 

Côté de la base triangulaire 8. 

Ajoutant 1.... 9. 

Face triangulaire , ou moitié du produit 36. 

Somme des trois arêtes 77. 

Totalité des boulets (tiers du produit) 924. 


177. Nous avons vu en Géométrie , que pour avoir la 
solidité d’une pyramide ou d’un cône quelconque , il fal- 
loit multiplier la surface de la base, par le tiers de la hau- 
teur. On peut le démontrer aussi par la formule de la 
somme des quarrés ; mais auparavant , il faut remarquer 
, ».(» + i).(j» + i) 

que si dans la tormule s = g y on 

suppose que le nombre n des termes est infini , cette for- 

„3 

mule se réduit à s“ — —y , ou à cause que u — n , ainsi 

que nous 1 avons vu ci-dessus , 1 = — 5 — = u* . — • 

* 3 3 

En effet, supposer que n est infini, c’est supposer qu’il 
ne peut plus être augmenté par aucune quantité finie ; 
ainsi pour que le calcul exprime la supposition que l’on 
fait , que n est infini , il faut nécessairement regarder 
» 1 et n , comme étant la même chose , 2 n -}- 1 et 

Algèbre. O 
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s n, comme étant aussi égaux entr’eux; alors la formule 

„ ».'ii + i),(m + i ) , „ n.n.in 

j — se change en j — — - — 

o 6 



n 3 , .. " 

= n 1 X — i ou i 

3 3 


mettant pour n sa valeur u dans b*. 



Or uous avons démontré ( Géom . 202 ), qu’en concevant 
une pyramide comme composée de tranches parallèles à 
la base , ces tranches étoient entr’elles , comme les quarrés 
de leurs distances au sommet; donc en concevant la hau- 
teur partagée en une infinité de parties égales , les distances 
suivront la progression naturelle des nombres , et les 
tranches suivront celles de leurs quarrés ; donc la somme 
des tranches se trouvera de la même manière qne celle 

des quarrés; or la formule i“ — U* . ~ , fait voir qu’il 


faut multiplier le dernier des quarrés y par le tiers de leur 
nombre ; il faut donc, pour avoir la somme de» tranches, 
multiplier la dernière, c’est-à-dire, la base, par le tiers 
du nombre des tranches, c’est-à-dire , par le tiers de la 
hauteur. 


178. Lorsqu’une fois on sait trouver la somme 
des puissances de plusieurs nombres en progres- 
sion arithmétique , il est fort aisé de trouver 
celle d’une infinité d’autres espèces de progres- 
sions. Par exemple , si ayant une progression 
arithmétique , telle que -j-3 . 7.11.15.19 etc. 
on conçoit qu’on en ajoute successivement les 
termes, on formera la suite 3 , 10, 21 ,36 ,55, etc. 
que l’on peut sommer. Et si l’on ajoute de même 
les termes de celle-ci , on aura la suite 3 , 1 3 , 
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34,70, 125 , etc. qu’on peut pareillement som- 
mer ; il en sera de même des termes de celle-ci , 
ajoutés de la même manière et ainsi à l’infini. 

En effet , la somme des termes de la progres- 
sion arithmétique , est s — ( a + u ) X ~ , ou , 
en mettant pour u sa valeur u — a -f- r (» — 1 ) ; 
i = [ 2a r . (» — 1)] X -y* Cette valeur 

de s exprime donc un terme quelconque de la 
seconde suite. Donc pour avoir la somme des 
termes de la seconde suite , il faut sommer la suite 
des quantités que donneroit [aa-f r.(n — 1)] 

♦ en mettant successivement pour n tons les 
nombres de la progression naturelle, 1,2, 3, etc. 
Or cette quantité revient à are -f- -L T n ' 

dans laquelle a et r restant toujours les mêmes, 
quelque valeur qu’on donne à re , il est clair que 
pour sommer toutes les quantités représentées 
par an , il suffit de sommer les quantités repré- 
sentées par re, et multiplier cette somme par a; 
or la somme des quantités représentées par w , 
est la somme de la progression arithmétique des 
nombres naturels. Le raisonnement est le même 

pour - 5 - n. A l’égard de — n a , puisque r reste 

le même , quelque nombre que l’on substitue 
pour n , on sommera donc toutes les quantités 

» O x 
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représentées paT n' , cest-à-dire , qu’on prendra 
la somme des quarrés tles nombres naturels , et 


on la multipliera par — • Ainsi pour la somme 
des quantités an , on aura a . (»-)- x J • — ; pour 
celle des quantités n , on aura — • ( » + 1 ) • — ; 


et pour celle des quantités -£• n* , on aura — 
3 . en sor tc que la somme des quan- 
tités an + — n 2 — ■— n , ou la somme des 
termes de la seconde suite , sera a . ( n + 1 ) 

• — T , 6 a V ‘ a 

, » . _ 

qui se réduit a a . (« + 1 ) • — ■+• r . g » 

et puisque chaque terme de la troisième suite , 
est la somme des termes de la seconde , on som- 
mera cette troisième en sommant les différentes 


parties de ce dernier résultat , qui n’exigera en- 
core que des sommations des puissances de la 
suite naturelle des nombres , et ainsi a 1 infini. 
Si l’on suppose a = 1, ttr = 1 , c est-a-dire, 
si la progression primitive est la suite des nombres 
naturels , les progressions dont il s’agit actuel- 
lement , deviennent alors ce qu’on appelle les 
nombres Jigurés. 

On peut de même sommer les suites que l’on 
formeroit en ajoutant la suite des quarrés , ou 
la suite des cubes , etc. de cette même manière. 
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En nn mot , on pcnt sdmmer par ces mêmes 
moyens , toute suite de quantités , dont un terme 
quelconque sera exprimé par tant de puissances 
parfaites que l’on voudra d’un même nombre n , 
ces puissances étant d’ailleurs multipliées par tels, 
nombres connus que l’on voudra. 

On peutappliquer ce qne nous venons de dire , à trouve» 
le nombre des boulets d’une pile triangulaire. En effet, 
chaque rang de boulets parallèle i la base , a ponr expres- 
sion [i"j 3 ) n . Donc la totalité est la somme de» 

2 

quantités n . , qui en faisant , dans la valeur de 

cette somme trouvée ci-dessus , r = i , et a = I , devient 
" 4 -r b -f a 

»> • ; ce qui fournit une réglé tres-simple. 

179. Réciproquement, si, connoissant le nombre total 
des boulets de la pile triangulaire , on veut connoitre le 
nombre n des boulets de chaque arête ; en représentant 
par a le nombre total, on aura. 

» 4- s " 4- a c 

n . • - — = e, ou n J 4- 3ti‘ 4- 2 n — ba, 

a 3 

équation que l’on peut résoudre par la méthode donnée 
( i 5 g). Mais sans avoir recours i ces moyens, on peut l'a 
résoudre plus promptement en observant que n 3 + 3 n* + 2 » 
étant plus petit que le cube de n -f- i, 6a est plus petit 
que le cube de n -}- l ; donc la racine cubique de 6 a set* 
plus petite que « + I. Par la même raison, n devant être 
un nombre entier, n 3 + 3 n a -f- 2 n est plus grand que le 
cube de n — i ; donc la racine cubiqtie de 6a est plus 
grande que a — i ; donc la racine cubique de- 6 a ne peut 

O 3 
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pas différer de n, d’une unité ; donc n est la racine cubique 
du plus grand cube contenu dans 6 a. 

S'il s’agit de la pile quarrée , on aura (175) 

' 

n, n-4-i an-f-i an 3 -f + n 

. ou -1 — a ou 

a 5 O 

n 3 4- — n“ -f- — — n = 3 a; d’où en raisonnant comme 

a a 

ci- dessus , on conclura que n est la racine cubique du plus 
grand cube contenu dans 3 a. 

Propriétés et usages des Progressions 
■ géométriques. 

1 80. On peut aussi trouver la somme des 
termes d’une progression géométrique , par une 
méthode analogue à celle que nous avons em- 
ployée pour sommer les puissances des termes 
d’une progression arithmétique. 

Supposons que a , b , c , d , t , etc. soient les 
termes consécutifs d’une progression géométrique 
croissante , dont la raison soit q . Puisque chaque 
terme contient q de fois celui qui le précède , 
on aura les équations suivantes , b = aq , c== bq , 
d — c q , e = d q , etc. Donc ajoutant ces équa- 
tions, on aura b + c+ d + e— (a + b + c + d)q, 
où l’on voit qu’en général , le premier membre 
sera toujours la somme de tous les termes excepté 
le premier j et le second , sera toujours la raison q 
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multipliée par la somme de tous les termes 
excepté le dernier. Donc si l’on appelle s la 
somme de tous les termes , et u le dernier , 
cette équation se changera en s — a = (s — u) q 
ou s — a = qs — qu ; d’où l’on tire qu — a 
= qs — s = ( q — 1 ) s ; et par conséquent 

s = , formule par laquelle , connois- 

sant le premier terme a , le dernier u et la rai- 
son q , on aura la somme s de tous les termes. 

Cette même formule peut servir aussi pour 
les progressions décroissantes , puisque la pro- 
gression décroissante prise dans un ordre ren- 
versé , est une progression croissante ; il n’y 
aura de changement à faire que celui de dire 
dernier terme , au lieu de premier , et premier 
au lieu de dernier. 

Si la progression décroissante s’étendoit à l’in- 
fini , la somme s se réduiroit alors à s = — —— > 

q—l 

u marquant le premier terme. En effet , pour 
exprimer que la progresion s’étend à l’infini , il 
faut introduire dans le calcul , ce que cette sup- 
position renferme , savoir que le dernier terme 
est infiniment petit : or le moyen d’exprimer cette 
dernière condition , c’est de le supposer nul à 
l’égard du terme q u ; car si on le laissoit sub- 
sister , ce scroit supposer qu’il peut encore di- 

O 4 
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minuer qu , ce qui est contre la première sup- 
*■ position. 

On voit donc que pour avoir la somme de tous 
les termes d'une progression géométrique , il faut 
multiplier le plus grand terme, par la raison (*} 
de la progression , et ayant retranché du produit , 
le plus petit terme de cette même progression , di~ 
viser le reste par la raison diminuée d'une unité ; 
en sorte que , lorsque la progression est décrois- 
sante à 1 infini , cela se réduit à multiplier le 
plus grand terme par la raison , et diviser ensuite 
par la raison diminuée d’une unité. 


Ainsi la somme des termes de cette progression continuée 

— x 2 

à l’infini ~ 5 : £ : J : -fç ; ~ , etc. est — ou 1 ; 

il en est de même de la somme des termes de celle-ci 
tï î 5 î n ! etc< dont la raison , en considérant 
cette progression comme croissante , est 3 , puisque | divisé 
par | donne 3 . En effet, la somme des termes de cettp 
— x 3 

progression est ^ ^ ■ , qui se réduit à 1. En général, 
toute progression géométrique décroissante i l’infini , dont 


*) Par ta raison, nous en- 
tendons, en général , le nombre 
de fois qu’un terme de la pro- 
gression contient celui qui est 
immédiatement plus petit, es 


sorte que eet énoncé convient 
à la progression décroissante 
comme à la progression crois- 
sante. 
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chaque terme a pour numérateur constant , un nombre 
moindre d’une unité que le dénominateur du premier terme. 


vaut 1. Car cette progression est en général H 


n 4- 1 


( n + 0» * (n 4- 1)’ * (* 4- !)♦ 

*("+*) 


, etc. dont la 


tomme est 


n 4 i 


, ou — , c’est-à-dire, 1. 

72 


181. Nous avons vu ( Arith. 196 ) qu’un 
terme quelconque d’une progression géométrique 
étoit composé du premier multiplié par la rai- 
son élevée à une puissance d’un degré égal au 
nombre des termes qui précèdent celui dont il 
s’agit. Donc si l’on nomme a , le premier terme , 
u un terme quelconque , q la raison , n le nombre 
des termes , on aura u = a q n —‘ ; et comme il 
entre quatre quantités dans cette équation , on 
peut en tirer quatre formules , qui serviront à 
résoudre cette question générale ; trois de ces 
quatre choses étant données , le premier terme , 
le dernier , la raison , et lè nombre des termes 
d’une progression géométrique , trouver la qua- 
trième. Car 1°. l’équation donne immédiatement 
la valeur de u. 2 0 . On trouvera facilement que 

celle de a est a = - /i “ — ; à l’égard de celle 
de q , on trouvera par ce qui a été dit ( 1 3g ) , 

71— I u 

q = -y/— • Sur quoi nous remarquerons que 
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cette dernière équation renferme la règle que 
nous avons donnée en arithmétique (198) pour 
insérer plusieurs moyens proportionnels entre 
deux quantités données. Ces quantités sont ici a 
et u ; mais pour avoir la raison q qui doit régner 
dans la progression , on voit ici qu’il faut diviser 
la plus grande u , par la plus petite a , et tirer 

la racine du degré n — 1 , du quotient y; or» 
étant le nombre total des termes , n — 1 est plus 
grand d’une unité que le nombre des moyens , 
ce qui s'accorde avec l’article cité. 

Quant à la manière d'avoir n , dans l’équa- 
tion u — a q n — ‘ , l’Algèbre ne fournit pas de 
moyefts directs ; mais on peut la résoudre faci- 
lement, quoiqu’indirectement , en employant les 
logarithmes. Nous avons vu ( Arilh. 218 ) que 
pour élever à une paissance , par le moyen des 
logarithmes , il falloit multiplier le logarithme de 
la quantité , par l’exposant de cette puissance. 
Ainsi en représentant par L, les mots Logarithme 
de , on pourra , au lieu de La' , prendre 2 La; 
au lieu de La s , prendre 3 La ; au lieu de La n t 
prendre nLa. Donc, en se rappelant que pour 
multiplier par le moyen des logarithmes, il faut 
ajouter les logarithmes, et qu’au contraire pour 
diviser , il faut retrancher le logarithme du divi- 
seur , du logarithme du dividende , on aura dans 
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l’équation u — aq n ~‘ , Lu — L a -f- Lq n ~‘ , 
ou Lu = La + (n — 1 ) Lq ; donc en trans- 
posant , ( n — 1 ) Lq = Lu — La ; et par con- 
, .. . _ Lu — La 

sequent , en divisant par Lq r n — 1 = — Yq~ ’ 

r Lu — La 

et eiïhn n = — - — — + 1. 

Lq 

Pour donner quelqu'application de êeci , supposons 
qu’on ait placé au denier 20 une somme de 6oooo' r , à con- 
dition que les intérêts que cette somme produira chaque 
année , soient traités comme un nouveau fonds qui pro- 
duira également intérêt , et ainsi d'année en année , jusqu’à 
ce que le fonds soit monté à 1000000 livres. On demande 
combien ou doit attendre pour toucher cette dernière 
iomme. 

Puisque l’intérêt est ici du fonds de l’année précé- 
dente ; au bout d’une année quelconque , le fonds sera 
égal au fonds de l'année précédente , plus la vingtième 
partie de ce même dernier fonds; ainsi, si l’on représente 
par a , b , c,d, e, les fonds successifs d’année en année, 
on aura b = a + ~ s a,c=b-]--^b,d~c + ~c, 
e = d + ^ d ; c’est-à-dire , i = a X (' I n)i 
ï = * X (I + w)» 1 * = *(i+rs). « = d(i+^)î 

on voit donc que chaque fonds contient toujours celui qui 
le précède , le même nombre de fois marqué par I -f- 5^ 
ou La suite de ces fonds forme donc une progression 
géométrique dont le premier terme a est 60000 livres ; le 
dernier u, est 1000000 livres, la raison y, est £5, et 
le nombre des termes est inconnu. On le trouvera donc 

LL 

en substituant dans la formule n = -, + I, au 

Lq 

lieu de a , u et q , leurs valeurs , ce qui donnera 
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L IOOOOOO X 60000 

n = 1 


ou ( parce que 
X ioooooo — X 60000 

+ »i 


£ ri 

I f£ = Ü2I — I 20) n = 

ao X »i — X ao 

or , par les tables , on trouve. 

L 1000000 — 6,0000000 ; L 60000 = 4,77 8 1 5 1 3 ; 

L si = 1, 3222 ig 3 , L 20 =, i, 3 oio 3 oo ; donc 

6,0000000 — 4*778' 5 t 3 . 1 ,1218/187 


1,3111193 — i,3oio3oo 1 0,0111893 

58,7 à-peu-près ; c’est-à-dire , que le fonds de 60000* 
sera monté à 1000000* au bout de 5 j ans 8 mois 2 , 
à-peu-près. 


Puisque ( Arith. 214) pour extraire , par le 
moyen des logarithmes , une racine d’un degré 
proposé , il faut diviser le logarithme de la quan- 
tité , par l’exposant ; on peut , par le moyen 
des logarithmes , résoudre facilement en nombres 


n-t 


l’équation q = y' — ; car on aura L q 

Lu — La 


Si l’on veut appliquer ceci à un exemple , il n’y x 
qu’à chercher quel devroit être, dans le précédent, l’in- 
térêt, pour qu’en 5 7 ans et le fonds de 60000 liv. 
montât à 1000000 livres. On a ici « = 60000 , 
« = 1000000, n = 58,7 > en employant les logarithmes 

6,0000000 — 4*778 ■ 5 1 3 


df* tables , on trouvera L q — 

1,1118487 


58,7 


57*7 


qni donne Lq = 0,0211757 ; ce logai- 
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-fithme répond dans les tables , à I,o5o0 à très - peu 
près ; et ce dernier nombre réduit en vingtièmes , donne 
Sx , d'où l’on conclura que l’intérêt est à très -peu 
près 

182. L’équation s — » donnera aussi 

quatre équations qui serviront à résoudre ce 
problème général ; trois de ces quatre choses , 
la somme , la raison , le premier et le dernier 
termes d’une progression géométrique , étant don- 
nées, trouver le quatrième. Cela est trop facile , 
à présent , pour nous y arrêter. 

Enfin , si de l’une des deux équations s = q -^-~ 

et u — aq n — 1 , on tire la valeur d’u ne même 
quantité a , ou q ou u , etc. et qu’on la subs- 
titue dans l’autre , on aura les autres équations 
qui peuvent servir à résoudre la qqestion sui- 
vante , encore plus générale ; de ces cinq choses , 
le premier terme , le dernier , la raison , la 
somme , et le nombre des termes d’une pro- 
gression géométrique, trois étant données , trou- 
ver chacune des deux autres. 

De la Construction Géométrique des 
Quantités Algébriques. 

1 83 . Les lignes , les surfaces et les solides 
étant des quantités , on peut faire sur chacune 
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de ces trois espèces d’étendue , les mêmes' opé- 
rations qu’on fait sur les nombres et sur les 
quantités algébriques , mais les résultats de ces 
opérations peuvent être évalués de deux manières 
principales , ou en nombres , ou en lignes. La 
première manière supposant que chacune des 
quantités données est exprimée en nombres , 
ne peut avoir à présent aucune difficulté : il ne 
s’agit que de substituer à la place des lettres , 
les quantités numériques qu’elles représentent , 
et faire les opérations que la disposition des 
signes et des lettres indique. 

Quant à la manière d’évaluer en lignes les 
résultats des solutions que l’Algèbre a fournies , 
elle est fondée sur la connoissance de ce que 
signifient certaines expressions fondamentales , 
auxquelles on rapporte ensuite toutes les autres. 
Nous allons faire connoître les premières , et 
nous ferons voir ensuite comment on y rapporte 
les autres : c’est-là ce qu’on appelle comtruirc 
les quantités algébriques , ou les problèmes qui 
ont conduit à ces quantités. 

184. Si la quantité qu’il s’agit de construire 
est rationnelle, (c’est-à-dire sans radicaux) et 
si le nombre des dimensions du numérateur ne 
surpasse que d’une unité celui des dimensions 
du dénominateur , la construction se réduira 
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toujours à chercher une quatrième proportion- 
nelle à trois lignes données. En voici des 
exemples. 

Si l’on avoit à construire une quantité telle que - ■ — j 

dans laquelle a, b, c marquent des lignes connues; on 
tireroit (fi g. 3 ) deux lignes indéfinies A Z, dX faisant 
entr’elles un angle quelconque. Sur l'une A X de ces 
lignes, on prendroit une partie AB égale à la ligne 
qu’on a représentée par c , puis une partie A D , égale 
à l’une ou à l’autre des deux lignes a et b, à" a , par 
exemple; ensuite sur la seconde A Z , on prendroit une 
partie A C égale i la ligne b. Ayant joint les extrémités 
£ et C de la première et de la troisième , par la ligne B C , 
on mèneroit par l’extrémité D de la seconde , la ligne 
D E parallèle à B C; elle détermineroit sur A Z la partie 

AE pour la valeur de ; car (Géom. 102) les pa- 

rallèles DE et B C donnent cette proportion AB ; AD 
AC ; AE , c’est -à - dire , c ; a y, b ; A E ; donc 
A E = g -— • C’esl-à-dire , qu’il faut trouver 'une qua- 
trième proportionnelle , aux trois lignes données , c , a , b. 
Et puisque (Géométrie 118) nous avons donné deux 
manières de trouver cette quatrième proportionnelle , 

on peut employer indifféremment l’une ou l’autre pour 
. a b 

construire — • 
c 

On voit donc que si l’on avoit i construire —■ j ce 
1 c 

cas rentreroit dans le précédent , puisqu’alors la ligne b 
est égale à a. 
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. , . a h -f- b d . 

Si l’on avoit à construire — y—? on remarqueroit 

c -+- d 

, * (a + d) x b 

que cette quantité est la meme que — » 

regardant donc a -{- d comme une seule ligne , repré- 
sentée par m , et c d aussi comme une seule ligne n, 

on auroit "* h à construire , ce qui se rapporte au cas 
n 

précédent. 

Que l’on ait y on se rappellera que a a — b i 

est ( s5 ) la même chose qne ( a + 4 ) X ( a — 4); 
ainsi on se représentera y sous cette forme 

(a 4- 4) (a b) ^ et j, Qn c j, etc hera une quatrième pro- 


portionnelle à c, a 4 et a — 4. 

... . abc 

Si la quantité a construire est — — — y on mettra cette 


abc 

quantité sous cette forme — — X — et ayant construit 

a b j comme on vient de l’enseigner , on nommera ni 
a 

. ab c 

la ligne qu’aura donné cette construction; alors yXy 

devient - , qui se construit comme ci-dessus. 

. , . a 1 b 

On voit donc que pour construire — — — , on se le re- 

a % b . . a a 

présenteroit comme X “ ! on construiroit — — > et 

. . m b 

en ayant représenté la valeur par n , on construisit ■■ -» 

Ainsi tout l’art consiste i décomposer la quantité en 

a b 

portions , dont chacune revienne à la forme — — ou — — » 


et 


, Digitized by Google 


225 


fl £ M ATHÉMAT1 dU ES. 
et quoique cela puisse paroître difficile en quelques occa- 
sions , on en vient cependant facilement à bout, en em- 
ployant des transformations. 

. , . a 3 + b 3 

Par exemple, si j’avois à construire 

poserois arbitrairement , b 3 = 

a 3 -f- b 3 . . 

■ se chaneeroit en 

a» •+ c“ b 


a* + SU P- 

a'm , et c % = a n ; alors 
a 3 +- a a m 


qui se réduit 


a 1 -f am (a + m) x a r ., , 

à } ou - — — — — , quantité facile à cons- 

a n a+n — * 

truite (après ce qui a été dit ci-dessus), dès qu’on con- 
noîtra m et n. Or pour connoître m et n , les équations 


b 3 


etn = 


qui 


b 3 = a a m et c* = a n , donnent m = 
se construisent par ce qui précède. 

Il arrive quelquefois que les quantités se présentent 
sous une forme qui semble rendre inutile le secours des 
transformations , c’est lorsque la quantité n’est pas homo- 
gène -, c’est-à-dire , lorsque chacun des termes du numé- 
rateur ou du dénominateur n’est pas composé du même 
nombre de facteurs ; par exemple , lorsque la quantité est 


telle que 


a 3 -f- à 


Mais il faut observer que l’on n’arrive 


c“ -f- d 

jamais à un pareil résultat, que lorsque dans le cours 
d’un calcul on a supposé (dans la vue de simplifier le 

calcul ) quelqu’une des quantités égale à l’unité. Par 
a 3 -4- /(*a 


exemple ; si dans 


a» -f- c* 


, je suppose b égal à l , 


— Mais comme on ne peut jamais 


alors j’aurai — — , 

J a» -4- c a 

entreprendre de construire , sans connoître les élémens 
qu'on emploie pour cette construction, on sait toujours 

Algèbre. P 
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dans chaque cas qu'elle est cette quantité qu'on a sup- 
posée égale à l’unité; on pouira donc toujours la resti- 
tuer ; et il ne peut y avoir d’embarras là-dessus , parce 
que le nombre des dimensions devant toujours être le 
même dans chaque tetme du numérateur et du dénomi- 
nateur, (quoiqu’il puisse être différent des termes de l’un 
anx termes de l’autre) on restituera dans chaque terme 
line puissance de la ligne qu’on a prise pour unité , 
suffisamment élevée pour completter le nombre des di- 


mensions; ainsi , si j’avoisà construire 


a 3 -f- b 4- c a 
a + b* 


; sup. 


posant que d soit la ligne qui a été piise pour unité, 

, , , a 3 -1- b d 1 -4- c*d . , 

1 ecrirois ; ; , que je construiras en Faisant 

J «a + l’ 

t 1 = ési, f a = én et a 3 = ce qui la chau- 

< i*p + bd* + d*n dp + bd + nd 

5 a d -j- d m iz -j- m 

(p + b Jr n) d . , , . 

ou — , quantité facile à construire, des 

a + m 1 

qu’on aura construit 1 les valeurs de m , n et p , savoir 
m = —J- , n = — j- , p = * qui sont elles- 


mêmes faciles à construire > d’après ce qui a été dit 
ci-dessus. 


Dans tout ce que nous venons de dire , nous avons 
supposé que le nombre des facteurs , ou le nombre des 
dimensions de chaque terme du numérateur, ne surpassoit 
que d’une unité, celui des dimensions du dénominateur. 
Il peut le surpasser de deux , et même de trois , mais 
jamais de plus, à moins que quelque ligue n'ait été sup- 
posée égale à l'unité, ou que quelques-uns des facteurs 
lie représentent des nombres. 

1 85. Lorsque le nombre des dimensions dn 
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numérateur de la quantité proposée surpasse celui 
des dimensions du dénominateur de deux unités, 
alors la quantité exprime une surface dont onpeut 
toujours ramener la construction àcelle d’unparai- 
lélogramme, et même d’un quarré. * 


Par exemple , si j'avois à construire la quantité 

o 3 4- a 2 b . . ... . + «i j or 

■ , te la considererois comme a x 

a + a J a -f c 


a 2 -f- a b 
a -4- c 


, se construit aisément par ce qui a été dit 

ci-dessus, en le considérant comme a X — — • Suppo- 

a -f- c r 

sons donc que m soit la valeur de la ligne qu'anra donnée 

a 2 4- a b 


cette construction-, ajors a X 


deviendra a x m; 


or si l’on fait de a , la hauteur , et de m , la base d'un 
parallélogramme , on aura a X pour la surface de ce 

parallélogramme , donc réciproquement cette surface re- 

, a 3 4- ° 3 é 

présentera a X fl» ou 


a + c 


On ramènera de même à une pareille construction , 
. . , a 3 4- le* + d 3 

la quantité , en taisant bc = ara et 


d 2 -a n; car alors elle deviendra 


a 3 4- a me 4" and 


qui 


1 - 1 /a* 4 - me + nd \ 

est la meme chose que a ( * — ■ y Or le 


facteur 


û a 4“ m c 4- n d 


se rapporte aux constructions 


a 4- c 

précédentes , ainsi que les valeurs de m et de n. Ayant 
trouvé la valeur de ce facteur, si je la représente par p, 
il ne s’agira plus que de construire a X P . c’est-à-dire, 

P 2 
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faire un parallélogramme dont la hauteur soit a , et la 
base p. 

186. Enfin si le nombre des dimensions da 
numérateur surpasse de 3 celui des dimensions du 
dénominateur, alors la quantité exprime un solide 
dont on peut toujours ramener la construction à 
celle d’un parallélipipède- 


, . », . , • A-H -f a 9 , 

Par exemple, si j avois a construire : j je 

* fl f C 

considcrerois cette quantité comme étant la même que 

, j 1 + si . + , 

a b X > et ayant construit , scion 

a -j- c ‘ a c 

ce qui a été dit ci-dessus , si je représente par m la ligne 
qu'aura donnée cette construction ; la question sera ré- 
duite à construire a b X m S or a b représente, ainsi que 
nous venons de le voir, un parallélogramme ; si donc', 
on conçoit un parallélipipède qui ait pour base ce pa- 
rallélogramme , et qui ait pour hauteur la ligne m , la 
solidité de ce parallélipipède représentera si X m * 

, , j* a 3 b -f 

c est-a-dire * 

a + c , 


187. Ce que nous venons de dire , suffit pour 
construire toute quantité rationnelle. Voyons 
maintenant les quantités radicales du second 
degré. , 

On peut les construire ou par une moyenne 
proportionnelle entre deux lignes données, ou par 
l’hypothénuse , ou l’un des côtés d’un triangle- 
rectangle- • ^ 
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Par exemple, pour construire y/ a b , il faut (fïg. 4) 
tirer nne ligne indéfinie A B , sur laquelle on prendra de 
suite la partie A C égale à la ligne a , et la partie C B 
égale à la ligne b : sur la totalité AB comme diamètre, 
on décrira un demi-cercle qui coupe en D la perpen- 
diculaire CD élevée sur AB au point C; alors CD sera 
la valeur de \/ ab ; c’est-à-dire [Géom. ISS) que pour 
avoir la valeur de \/ a b , il faut prendre une moyenne 
proportionnelle entre les deux quantités représentées par 
a et b : en effet , on sait ( Géom. isi) que d C ; CD ;; 
CD t CB, ou a ; CD “ CD ; S; donc, en multi- 
pliant les extrêmes et les moyens, on a (6’Z>)*= ab, 
et par conséquent CD =: y/ ab.- 

On voit par-tà , comment on doit s’y prendre pour 
transformer en un quarré, une furface quelconque) s’il 
s’agit d'un parallélogramme dont a soit U hauteur et b 
la base, en nommant x le côté du quarré cherché, on 
aura x* = a b , et par conséquent x-= \/ab; on prendra 
donc une moyenne proportionnelle entre la base et la 
hauteur. S’il s’agit d’un triangle , que l’on sait être la 
moitié d'un parallélogramme de même base et de même 
hauteur, on prendra une moyenne proportionnelle entre 
la base et la moitié de la hauteur, ou eutre la hauteur 
et la moitié de la base. 

S’il s’agit d’un cercle, on prendra une moyenne pro- 
portionnelle entre le rayon et la demi-circonférence ; et 
s’il s'agit d’une figure rectiligne quelconque , comme on 
sait ( Géom. IÎ7 ) qu’elle est réductible à ua triangle-. 
On la réduira aisément en un quarré , en prenant une 
moyenne proportionnelle entre la base et la moitié dfe ri 
hauteur de ce triangle. 
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Mais si la figure n’étoit point construite , et que l'on 
eût seulement l’expression algébrique de sa surface, par 
le moyen de quelques-unes de ses dimensions , alors on 
construiroit comme pour les quantités que nous allons 
parcourir. 

Si l'on avoit \/{ 3 ab -f- i a ), on considtreroit cette 
quantité comme étant la meme que [(3 a -|~ b) xi]; 
on prendroit donc une moyenne proportionnelle entre 
3 a b et b. 

Pareillement, si l’on a \/ [a a — bb), on considérera 
cette quantité comme étant la même que \/[(a + i) 
X ( 0 — i)] î ainsi l’on prendra une moyenne propor- 
tionnelle entre a -(- b et a — i. Si l’on a^/(«'-|-ie), 
on fera bc = am, et alors on aura V ( a* + am) 0,1 
\/[(a -f- m) X a] î on prendra donc une moyenne 
proportionnelle entre a -|- m et a, après avoir construit 

la valeur de m = -Lî- , en suivant les règles données 
ci-dessus. 

Pour construire \Z(a* b % ), on pourroit aussi faire 

l % — am et construire y' ( a* -f- am) selon ce qui 
vient d’être dit. Mais la propriété du triangle rectangle 
( Giom. 164 ] nous en fonrnit une construction plus 
simple; la voici: Tirez une ligne AB ( Jtg . 5 ) égale à 
la ligne a ; â son extrémité A , élevez une perpendicu- 
laire AC égale à la ligne b; alors si vous tirez BC, 
cette ligne sera la valeur de )/ [ a 1 -f- i*) : en effet, 
puisque le triangle CAB est rectangle, on a ( Giom . 164) 
( B C y = ( AB )» + (AC)* = a* + i* ; donc 
BC = y (a* + b*). 

On peut aussi , par le moyen du triangle rectangle , 
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fontruire [/ ( a 1 — b 1 ) autrement que nous ne l’avons 
fait ci-dessus. Pour cet effet, on tirera [figure 7), une 
ligne AB égale à a , et ayant décrit sur AB comme 
diamètre, le demi-cercle AC B, on tiiera du point A, 

une corde AC = b; alors si l’on tire B C , cette ligne 
sera la valeur de [a 1 — b 1 ) ; car le triangle ABC 
étant rectangle [Geom. 1C4), on a [AB,* = ( AC )* -f- 
( BCy ; donc (73 C)» = (AB ) 1 — [AC j» = a 1 — b 1 ; 
donc B C = y/ (a 1 — b 1 ). 

On peut donc construire aussi [/(a 1 fi- b c) autrement 
que nous ne l’avons fait ci-dessus , en s’y prenant de 
cette manière. Faire b c — m 1 , et construire \/ l a “ -f- m“ ), 
comme il vient d’être dit; et pour cct effet, on commen- 
cera par déterminer m en prenant une moyenne propor- 
tionnelle entre b et c , ainsi que l’indique l’cquation 
bc = m 1 , qui donne m — y' b c. 

S’il y avoit pins de deux termes sons le radical , on 
ramèneroit toujours la construction à quelques-unes des 
méthodes précédentes , par le moyen de transformations. 

Par exemple , si j’avois \/ ( a 1 -f- A c ef), je feroi* 
b c — am , r f = an, et j’aurois \Z(a* fi- amfi- an) 
ou VU» + m “)■ n ) X a] , que je construirois en 
prenant une moyenne proportionnelle entre a et a fi- 
ni fi- n , après avoir construit les valeurs de m et de n , 

bc ef . . . 

savoir m = , n = — =t-. Je pourrois encore faire 

o a 

bc = m*, ef = n 1 , et alors j’aurois à construire 

\/ ( a 1 -f- m 1 Or lorsq'ue le radical renfeime i 

ainsi une suite de quarrés positifs , par exemple , 

Vl a * fi- m 1 fi- n 1 fi- p 1 fi- etc.), on fera \/ (a 1 + m 1 ) = h, 

V A* -(- n 1 ) = ;, ^/(t 4 + p 1 ) = h , et ainsi de 
suite -, et comme chacuue de ces quantités se trouve 

P 4 
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déterminée par la précédente , la dernière donnera la 
valeur de ( o* -)- m“ -(- n a p* -f- etc. ). Pour construire 
ces quantités de la manière la plus simple , on regardera 
successivement chaque hypothénuse comme un côté ; par 
exempte ( Jtg . 6), ayant pris A B — a , élevés la per- 
pendiculaire AC = m , et tiret B C qui sera h , on 
élèvera au point C , sur BC, la perpendiculaire CD = n ; 
et ayant tiré BD qui sera », à son extrémité D , on 
élevera sur BD la perpendiculaire D E = p , n B E 
sera k ou \/ ( a a -}- m a -J- » a -}- ). 


Si quelques-uns de ces quarrés sont négatifs, alors 
on réunira à ce que nous venons de dire , ce qui a été dit 
pour construire f/ ( a“ — 4*). 


Enfin si l'on avoit i construire une quantité de cette 

a y/ ( 2 + c) , . ayS (l + c)(d+c ) 

forme — — -r- : — .) on la changeroit en 




d + « 


en multipliant haut et bas par \C ( d -f- e ) ; alors cherchant 
une moyenne proportionnelle entre i+cetd-j-e. 


et la nommant m , on auroit à construire 
est facile. 


a m 
d + e 


) ce qui 


Au reste , il s'agit ici de règles générales ; on peut 
souvent construire d’une manière beaucoup plus simple, 
en partant toujours des mêmes principes ; mais ces sim- 
plifications se tirent de quelques considérations particu- 
lières et propres à chaque question , et ne peuvent , par 
conséquent, être exposée qu’à mesure que les questions 
en amènent l’occasion. Nous remarquerons seulement, 
en terminant cette matière , que quoique la construction 
des quantités radicales , dont il vient d’être question , se 
réduise à prendre des quatrièmes proportionnelles , des 
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moyennes proportionnelles, et à construire des triangles 
rectangles ; cependant on peut quelquefois avoir des cons- 
tructions plus ou moins simples ou élégantes , selon la 
méthode qu’on emploie pour trouver ces moyennes pro- 
' portionnellcs ; c’est pourquoi nous enseignerons ici deux 
autres manières de trouver une moyenne proportionnelle 
entie deux lignes données. 

La première consiste à décrire sur l’une A B des deux 
lignes données ( Jig . 7) un demi-cercle A CB; et ayant 
pris une partie A D égale à la seconde , élever la per- 
pendiculaire D C , et tirer la corde A C qui sera moyenne 
proportionnelle entre A B et AD; car en tirant CB, le 
triangle A CB [Géom. 65 ) est rectangle, et par conséquent 
[Géom. 11 ï ) .4 C est moyenne proportionnelle entre l’hy- 
pothénuse AB et le segment A D. 

La seconde manière consiste {Jig. 8 ) à tirer une ligne 
A B égale à la plus grande ligne donnée , et ayant pris sur 
elle une partie A C égale à la plus petite, décrire sur le 
Teste B C, un demi-cercle C D B , auquel on mène la tan- 
gente A D , qui ( Géom. 124) est moyenne proportionnelle 
entre AB et A C. 

On voit donc que les quantités rationnelles peuvent 
toujours être construites par le moyen des lignes droites , 
et que les quantités radicales du second degré peuvent êtie 
construites par le cercle et la ligne droite réunis. 

Quant aux quantités radicales de degrés supérieurs , leur 
construction dépend de la combinaison de différentes lignes- 
courbes. 

Nous allons nous occuper , pour le présent , des ques- 
tions dont la solution dépend de quantités ou rationnelles , 
ou radicales du second degré. 
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Diverses questions de Géométrie j et 
Réflexions tant sur la manière de 
les mettre en équation j que sur les 
diverses solutions que donnent ces 
Equations. 

i 

1S8. Le principe que nous avons donné (60) 
pour mettre les questions en équation , s’applique 
également aux questions de Géométrie. Il faut de 
même représenter ce que l’on cherche , par un 
signe particulier, et raisonner ensuite à l'aide de ce 
signe et de ceux qui représentent les autres quan- 
tités , comme si tout étoit connu, et que l’on 
voulût vérifier. Cette méthode ou manière de 
procéder est ce qu’on appelle Y Analyse. Pour être 
en état de faire les raisonnemens qu’exige cette 
vérification , il faut connoître au moins quelques 
propriétés de la quantité que l’on cherche. Il est 
donc clair que pour être en état de mettre les 
questions de Géométrie , en équation , il faut avoir 
présentes à l’esprit les connoissances que nous 
avons données dans la seconde partie de ce Cours. 
Dans la plupart des questions numériques , ou de 
la nature de celles que nous avons parcourues 
dans la première section , il suffit le plus souvent , 
pour appliquer le principe , de traduire en langage 
algébrique l’énoncé de la question ; mais dans 
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l'application de l’Algèbre à la Géométrie, il faut 
souvent employer encore d'autres moyens : nous 
tâcherons de les faire connoître à mesure que nous 
avancerons ; mais ce que nous pouvons dire en 
général, pour le présent, c’est qu’il n’est pas 
toujours nécessaire , pour vérifier une quantité, 
d'examiner si elle satisfait immédiatement aux 
conditions de la question r cette vérification se fait 
souvent avec plus de facilité , en examinant si cette 
quantité a certaines propriétés qui sont essentielle- 
ment liées avec les conditionsde la question. Après 
cette réflexion dont nous aurons occasion défaire 
usage , nous passons aux exemples , qui dans cette 
matière sont toujours plus faciles à saisir que les 
préceptes généraux. 

] 89. Proposons-nous donc pour première ques- 
tion, de décrire un quarré ABCD (fig. 9) dans 
un triangle donné EHI. 

Par ces mots , un triangle donné , nous entendons 
un triangle dans lequel tout est connu , les côtés , 
les angles , la hauteur , etc. 

Avec peu d’attention , on voit que cette question 
se réduit à trouver sur la hauteur EF un point G 
par lequel menant AB parallèle à H I , cette 
ligue AB soit égalé à GF; ainsi l’équation se 
présente tout naturellement, il n'y a qu'à déterminer 
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l'expression algébrique de A B , et celle de F G r 
et ensuite les égaler. 

Nommons donc a la hauteur connue EF; b 
la base connue H 7 , et x la ligue inconnue GF; 
alors E G vaudra a — x. 

Or puisque AB est parallèle k HI , on doit 
( Géom. 109) avoir £ F : £ G :: FI : G B :: 
FI I : AB; c'est-à-dire , EF : £ G :: HI : AB, 
ou a : a — x b : AB , donc ( Arith . i6q) 

A B = -~ h a }x ■ ; puis donc que AB doit être égal 
à GF, on aura ah h * = x; d’où , par les règles 
de la première Section, on tire x = — “yy 

Pour construire cette quantité, il faut, confor- 
mément à ce que nous avons dit ( 184) , trouver 
une quatrième proportionnelle à a -+• b , b , et a , 
ce que l’on exécutera en cette manière. On por- 
tera de F en 0 une ligne FO égale à a + b, 
c’est-à-dire, égale à£F + HI, et l’on tirera 
£ O ; puis ayant pris F M égale à H I = b , 
on mènera, parallèlement à £ O , la ligne M G , 
qui par sa rencontre avec £ F, déterminera GF 
pour la valeur de x; car les triangles semblables 
EFO , G FM, donnent FO : FM y. FE : FG, , 
ou a + b : b :: a l FG; FG vaudra donc 

a h 
a + b 
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igo. Proposons-nous pour seconde question , 
celle-ci. . . . Connaissant la longueur de la ligne B G 
( fig. 1 o ) , et les angles B et C que forment avec 
elle les deux lignes B A et CA, déterminer la 
hauteur A D à laquelle ces deux dernières lignes 
te rencontrent. 


On fait entrer les angles dans le calcul algé- 
brique , à l’aide des mêmes lignes qu’on emploie 
dans la Trigonométrie , c’est-à-dire, à l’aide des 
sinus , tangentes , etc. Ainsi quand on dit qu’on 
donne un angle , l’angle C , par exemple , on en- 
tend que l’on donne la valeur de son sinus ou 
de sa tangente; cela posé, nommons B C = a , 
AD — y. Dans le triangle rectangle ADC , nous 
aurons ( Géom . 3 oo) C D : DA comme le rayon 
est à la tangente de l’angle A CD , ou CD : y ;; 
r : m, en appelant r le rayon et m la tangente 

de l’angle AC D ; donc ( Arith. ) 69) CD— 

Par un raisonnement semblable, on trouvera, en 
nommant n la tangente de ABD , BD ‘.y :: r : n ; 


donc BD = — — ; or B D + D C — B C — a 

n 

donc-^- + = a. D’où l’on tire y = — ' a m n 

m n * r n-\- r m 


On peut rendre cette expression plus simple , 
en introduisant , au lieu des tangentes m et n des 
deux angles C et B , leurs cotangentes que nous 
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nommerons p et q. Pour cet effet , il faut se 
rappeler ( Géom . ag 5 ) que tang. : r :: r : col ; en 
vertu de cette proposition , on aura m : r :: r : p 
et n ; r ;; r ; q ; d’où l’on tire m — -C_ 

r» " 

et n — — ; par conséquent m n ~ , et 

r n + r m — — + = — ; donc 

P 9 PI 

y = — — ? qui se construit facilement en 

7 p + ? n 

prenant une quatrième proportionnelle à p q , 
r et a. 

1 g 1 . Connoissant les hauteurs AC et B D de 
deux objets C et D ( fig. il ) au -dessus d'un 
plan, et leur distance AB parallèlement à ce plan, 
trouver sur AB le point E également éloigné de C 
et de D? 

S’il est possible de tirer une ligne droite de C 
à D , il n’y aura autre chose à faire qu’à élever 
sur le milieu de C Z) une perpendiculaire K E qui 
déterminera le point E. Mais si on ne peut tirer 
la ligne CD, on déterminera le point E de la 
manière suivante. 

Soit AC — a, DB = b , AB — c, AE = x ; 
donc B E — c — x , CE = y'' { a a -j- x x) 
( Géom. 164 ), D E — y 7 [èè + (à — *)*]• 

Or on veut que C E = DE; donc 

y 7 (a a XX ) — y 7 [èi + (c — *)“]• 
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D’où , en quarrant et réduisant , on tire 

v cc — a a + i l — + 

ic ■» » * c 

que l’on construira de la manière suivante. 

Par le milieu L de AB, on mènera IL G pa- 
rallèle à AC, qui rencontrera en G la droite Z) P 
parallèle à A B; on prendra LI = - c = LA , 
LH = i (a — b) = { C F , et LO 
= t ( a + * ) = t [a — b) + b = G H. 
Tirant 10 , on lui mènera, par le point H , la 
parallèle HE, qui déterminera sur AB, le point 
cherché E. Car L I : L O :: LH : LE; 
c’est-à-dire £ c : 1 ( a + b ) f( a — b ) : L E; 

donc LE— + _ , (« + *)(»—&) , 

ic c 

AE = AL — LE = ± c - (a + iy (a ~ • 

“ “ c . * 

donc AE = x. 1 

' r.; . v _ : « C « 

1 92 . Nouschoisirons pour quatrième exemple 
une question qui nous donne lieu tout-à-la-fois 
de faire voir la manière de mettre en équation les 
questions de Géométrie, et comment par diffé- 
rentes préparations de ces équations , ou peut 
découvrir de nouvelles propositions. 

Connaissant les trois côtés d'un triangle ABC 
{ fig. 12 ), trouver les segmens AD et D C formés 
par la perpendiculaire BD, et la perpendiculaire BD 
elle-mime ? - riikïA* 
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Si je connoissois chacune de ces lignes, voici 
commentje les vérifierais. J’ajouterais le quarré 
de BD avec le quarré CD, et je verrois si 
la somme est égale au quarré de B C , ce qui doit 
être , puisque le triangle B D C est rectangle 
( Gèom . 164). J’ajouterais de même le quarré 
de A D au quarré de B D , et je verrois si la 
somme est égale au quarré de A B. 

Imitons donc ce procédé , et pour cet effet 
nommons BD, y; CD, x ; B C — a ; A B = b ; 
AC — c ; alors A D qui est = A C — CD 
sera — c — x. Nous aurons donc * x + yy = aa, 
et cc — 2 ex + xx -J- y y = l> b. 

Comme xx et y y n’ont, dans chaque équation / 
d’autre coefficient que l’unité , je retranche la 
secûnde équation de la première, ce qui medonne 
tout de suite, 2 ex — cc = -aa — b b; d'où 


l’on tire * — 


a a — b b -f- ce 
2. c 


a a — b b 


+ JC, 


qu on peut ecnre ainsi , 

1 {<• + >') ( « — b ) 


+ 


C. 


Or, sons cette forme, on voit d’après ce qui 
a été dit ( 1 84 ) , que pour avoir x , il faut cher- 
cher une quatrième proportionnelle à c , a + b 
et a — b; et l’ayant trouvée, en prendre la 
moitié que l’on ajoutera avec c , c’est-à-dire, 
avec la moitié du côté AC; ce qui est absolument 
conforme à ce que nous avons dit ( Géom , S07 ). 

Mais 
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Mais on peut tirer plusieurs autres conclusions 
de ces mêmes équations : nous allons en exposer 
quelques-unes pour accoutumer les commençans 
à lire dans une équation ce qu’elle renferme. 

ig3. 1°. L’équation 2 ex — ce = a a — b b , est la 
même chose que c . (a x — c) = ( a + b) (a — b). 
Or, puisque le produit des deux premiers facteurs est 
égal au produit des deux derniers , on peut considérer 
les deux premiers , comme les extrêmes, et les deux 
derniers comme les moyens d’une proportion , et l’on 
aura par conséquent c ; a b ;; a — b \ Sx — c; 
or 2x — c est x — (c — x); donc en remettant à la 
place de ces lettres , les lignes qu'elles représentent, on 
aura AC ’.BC-\-AB II B C — A B ; C D — A D , c: qui 
est précisément ce que nous avons démontré [Géom. 3o6). 

194. s°. Si du point C comme centre , et d’un 
rayon égal i B C , on décrit l’arc B 0 , et si l’on tire 
la corde BO , on aura [BD) 1 -(- (DO) 2 = ( BO ) 2 ; 
or DO — CO — CD = BC — CD — a — x ; 
donc [B O) 1 — y y -f- a a — 2 ex -j- xx; mais 
nous avons trouvé ci- dessus y y -f- xx = aa; dons 

(50)* = 2 *a — 2 ax = 2 a (a — x); mettant 

, aa — bb + cc 

donc pour x , sa valeur , on aura 

1 ic 

( bb — aa — cc \ 

a + ) = 

) = -* [ii-(n-t)*]; 

parce que sac — aa — cc — — (aa — sac q- cc) 
= — (a — c)*; or en considérant a — c comme uue 
seule quantité , on a bb — (a — c)*=(4 + a — c) 

Algèbre. Q 


\ 
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( b — a 4- c ) ; donc (B0j* = — [b 4- a — c ) 
(b — a 4- c) qu’on peut mettre sous cette autre forme 
{B 0 ) % = ( a 4" b + c — îc )( a + + c — 2a )f 

donc si on nomme 2 s la somme des trois côtés, on 
aura (£ 0 )* = ~ [ Si — !f) (2 s — 2 a } = 4 
{ i — c) [s — a) ; or si du point C , on abaisse sur 0 B 
la perpendiculaire CI, on aura ( Gèom . 299 ) dans le 
triangle rectangle CIO , cette proportion CO 01 “ R 
; jin. 00 /, c’est-A-dire , a ; ~ B 0 ’l R ‘ sin. OCI; 

J 1 un a sin ' °CI ta sin. OCI 

donc i BO = s > ou B 0 = ; 


R 

, ,nnw 4 a* (sin. O Ci)* , , 

et par conséquent [Buy = égalant ces 


deux valeurs de (£ 0 )*, on aura (sin. OC/) 1 = 

( f — c ) (s — a), ou en divisant par 4a, et 

chassant les dénominateurs , a c (sin. OC / )“ = R % (r — c) 
(i — a), d’où l’on tire cette proportion ac ; (j — c) 
(r — a) y. R* ; (ri». 0 0 /)*, qui fournit une règle simple 
pour calculer un angle quelconque d'un triangle rectiligue 
dont on connoit les trois côtés. La voici. 


On ajoutera ensemble les trois cités , et de la moitié de 
cette somme on retranchera successivement chacun des deux 
tétés qui comprennent /angle cherché; ce qui donnera deux 

restes ; puis on fera cette proportion Le 

produit des deux côtés qui comprennent l'angle cherché , est 
au produit des deux restes , comme le quarré du rayon est à ut» 
quatrième terme qui sera le quarré du sinus de la moitié de 
t angle ihe rchè. 

Par logarithmes, cette règle te réduit i la suivante. 
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Ajoutez ensemble les trois côtés ; de la moitié de cette somme , 
retranchez successivement chacun des deux côtés qui comprennent 

l'angle cherché , Ce qui donnera deux restes 

Puis ajoutez ensemble les logarithmes de ces deux restes et les 
complémens arithmétiques des logarithmes des deux côtés qui 
comprennent F angle cherché. La moitié de la somme de ces 
logarithmes sera le logarithme du sinus de la moitié de l'angle 
cherché. 


ig 5 . 3 °. L’équation y y -}- xx = aa , donne 
yy — aa — xx = (a + x) (a — x); donc en 

mettant pour x, sa valeur, on aura , 

— b é -f- c e 


=0 + 


2ac -f" <* <* 4“ c c — b b 
2 c 

-f- c ) a — b b 


OC 

)*(- 


b b — a a — c c\ 

2 C J 

aa — 


2C 

b b — (a — c) 


yy 

(■ 

^ (0 -f- cy — b b ^ ^ ^ bb — (a — c) a ^ 

c-f t) (a 4- c — ^ Ç b - f a — c) x {b — a _ 

donc 4 ccyy = (a -|- c -f- b) (a -j- e — h) {h + a — - c) 
(ô — a -f" c), ou 4 ccyy = ( a -J- b -f- c ) 
(a - 4 " b 4 " c — 2 b ) f a 4 " b -J- c — tel (c -J- b -j- c — 2 a) î 
donc en nommant 2 s la somme a b c des trois 
côtés , on aura 4 c cyy = 2 r . ( 2 s — 2 i) ( 2 s — 2 c) 
(S! — 2a), ou \ccyy — i6s . (1 — a) (s — é) 
[s — c), ou divisant par 16, réduisant, et tirant la 


c y , 

racine quarrée , -j- — y [s . (j — a) (s — * 4 ) (j — c) ]. 

„ . cv A C x B D - , . , 

Mais — ou est la surlace du triangle ABC; 

a a . ° 

donc pour avoir la surface d'un triangle , par le moyen 

des trois côtés, il faut de la demi-somme retrancher suc- 

Q * 
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cessivement chacun des trois côtés ; multiplier les trois 
restes entr’euX et par la demi-somme, et enfin tirer la 
racine quarréc de ce produit. 

196. 4°. L’équation 2 ex — cc — aa — bb , donne 

b b — a a 4- cc — 2 ex; mais si la perpendiculaire 
tomboit hors du triangle, on auroit, en conservant les 
mêmes dénominations ( fig. l3), y y x x = a a , et 
y y c c -)- 2 ex -{- xx = ii, parce que AD qui 
étoit c — x , est ici c -f- x. Donc retranchant la pre- 
mière équation de la seconde, on auroit cc + 2 r.* = 

b b — aa, ou c(c + 2x) = (b a) X ( b — a), 

qui donne c ; b -f- a y, b — a 1 c + Sx; or c -f- Sx 
étant x + c -f- x est CD -J- AD; donc AC • A B 

"1" B C 11 AB *— BC 1 CD -{- AD , ce qui est la 

seconde partie de la proposition que nous avons dé- 
montrée { Géom . 3o6). 

197. 5°. La même équation cc -f- 2 ex = b b — a a, 
donne b b = a a cc -j- 2 ex; comparant donc à 
l’équation b b := a a -f- c c — 2 ex qui convient A la 
fg. 12, on voit que le quarré b b du côté AB opposé à 
l’angle aigu C , vaut moins que la somme sa -f cc des 
quarrés des deux autres côtés , puisqu’il vaut cette somme 
diminuée de 2 ex. Au contraire , le quarré b b du côté AB 
opposé A l’angle obtus ( fg . i3) vaut an -f- cc 2 ex, 
c est-à-dire , plus que la somme des quarrés des deux 
autres côtés. On peut donc , par ces deux remarques , 
lorsqu’on a i calculer les angles d’un triangle par le moyen 
des cotes , reconnaître si l’angle que l'on cherche , doit 
être aigu ou obtus. 

19S. 6°. Les deux équations bb~ac-\-cc 2 ex, 

et bb — aa -f- cc -j- 2 ex, confirment ce que nous 
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ivons dit sur les quantités négatives. Car on voit que 
selon que la perpendiculaire BD [Jlg. 12 et i3 ) tombe 
dans le triangle ou au dehors , le segment C D est de 
différens côtés. Or dans ces équations le terme !(t i 
en effet des signes contraires. Donc réciproquement, quels 
que soient les calculs que l’on aura faits pour l'un de ces 
triangles, on aura ceux qui conviennent pour les cas ana- 
logues du second, en donnant des signes contraires aux 
parties qui seront situées de différens côtés, sur une même 
ligne: or dans ce que nous avons dit ci-dessus, tant 
sur le calcul de l’un des angles , que sur celui de la sur- 
face , le segment C D n’y entre plus ; donc ces deux pro- 
positions appartiennent indifféremment à toute espèce de- 
triangle rectiligne- 


199. Quoiqn’en général on ait d’autant plu» 
de ressources et de facilité pour mettre les questions 
de Géométrie en équation, que l’on connoît un 
plus grand nombre de propriétés des lignes ; cepen- 
dant, comme l’Algèbre elle-même fournit les 
moyens de trouver ces propriétés , le nombre des 
propositions vraiment nécessaires , est assez limité. 
Ces deux propositions , que les triangles semblables 
ont leurs côtés homologues proportionnels , et que 
dans un triangle rectangle , la somme des quarrés 
des deux côtés de l'angle droit est égale au quarrè 
de l'hypothénusc , ces deux propositions , dis-je , 
sont la base de l’application de l’Algèbre à la Géo- 
métrie. Mais selon la nature des questiofts , il peut 
y avoir bien des manières de faire usage de ces 

2.3 
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deux propositions : cet usage n’étoitpoint difficile 
à apercevoir dans la question que nous venons de 
traiter; «nais dans les conséquences que nous avons 
tirées de sa résolution pour le calcul de l’angle, 
par le moyen des trois côtés , l'idée de décrire 
l’arc B 0 (Jtg. 1 2 ) pour calculer la corde B O ; 
et par sa moitié 01 , calculer le sinus de l’angle 
OCI, cette idée ne se présente pas d’abord. Il 
en est de même de beaucoup d’autres questions. 
Tantôt ce sont des lignes qu’il faut prolonger 
jusqu’à ce qu’elles en rencontrent d’autres ; tantôt 
des lignes qu’il faut mener parallèles à quelque 
autre, ou 'faisant un angle donné avec quelqu’autre. 
En un mot, l’application de l’Algèbre à la Géo- 
métrie , ainsi qu’à toute autre matière , exige de 
la part de l 'Analyste, un certain discernement dans 
le choix et l’emploi des moyens. Mais comme ce 
discernement s’acquiert en grande partie par l’u- 
sage , nous allons appliquer ces observations à 
divers exemples. 

200. Proposons-nous d’abord cette question r 
(T un point A (fig. 14) dont la situation est connue 
à L'égard de deux lignes HD et DI qui font entr' elles 
un angle connu H D I; tirer une ligne droite AEG, 
de manière que le triangle intercepté ED G , ait une 
surface donnée ; cest-à-dire une surface égale à celle 
d'un quarré connu c c. 
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Da point A menons la ligne AB parallèle 
à D H , et la ligne A C perpendiculaire sur D G 
prolongée; dn point E où la ligne AEG doit 
couper/)//, concevons la perpendiculaire £ F. 
Si nous connoissions EF et DG, en les multi- 
pliant l’une par l’autre , et prenant la moitié du 
produit, nous aurions la surface du triangle ED G, 
laquelle devroit être égale à cc. 

Supposons donc D G = x; à l’égard de EF , 
voyons si nous ne pouvons pas en déterminer la 
valeur, tant par le moyen de x , que de ce qu’il 
y a de connu dans la question. 

Puisqu’on suppose que la situation du point A 
est connue , on doit regarder comme connue la 
distance BDk laquelle passe la parallèle A B , et la 
distance A C du point A à la ligne D G prolongée. 
Nommons donc BD, a et AC, b; alors les 
triangles semblables AB G et ED G, nous donnent 
B G : DG:: A G ; E G ; et les triangles semblables 
A CG, E F G , nous donnent AG : EG ;; AC : 
EF; donc BG ; DG :: A C : EF; c’est-à-dire, 
a + *:*:: l> : EF; donc E F = s ; puis 
donc que la surface du triangle E D G doit êtré 
égale au quarré cc, il faut que EF X — — ou 

— ; X — = ce, c est-a-dire que 

Q. 4 
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— c c , ou chassant le dénominateur, bxx = 2 acc 

I > 4 

+ 3 ccx. 

Cette équation résolue suivant les règles des 
équations du second degré (81 ttsuiv.), donne 
ces deux valeurs, x = —f~ /T "1 — * a ‘ c 

dont celle qui a le signe — est inutile à la ques- 
tion présente. 

Pour construire la première , je la mets sous la 
forme suivante , 

* = ~T~ + V [[("V" + 2 a ) ~ p-[] ; cela posé , 
ayant tiré une ligne indéfinie P ££ ( Jig . i 5 ), sur 
un point quelconque C de cette ligne, j’élève 
la perpendiculaire AC — b, et je prends sur 
C J et CP les lignes C 0 , CM, égales chacune au 
côté c du quarré donné; ayant tiré AM, je 
lui mène parle point 0 la parallèle ON qui me 
détermine CN pour la valeur de » puisque les 

triangles semblables ACM, OCN donnent A C 
: OC :: CM: CN , c’est-à-dire b : c :: c : CN\ 
donc C N — ; cela étant , la valeur de x de- 

vient donc * = CN + 4/ [( CN + 2 a) x C N\\ 
or 4/ [( CN + s fl) X C N] exprime (187) une 
moyenne proportionnelle entre CNctCN + 3 a ; 
il ne s'agit "donc plus que de déterminer cette 
moyenne proportionnelle, et de l’ajouter à C N. 


Digitized by Google 


de Mathématiques. 249 
Pour cet effet, sur NC prolongée, je prends 
C = 2 a ; et snr la totalité N Q^, je décris 
le demi-cercle N V rencontré en V par CA; 
je porte la corde NV de N en P , et j’ai CP 
pour la valeur de * ; car N V ( Gcom. 112) est 
moyenne proportionnelle entre NC et N 
c’est-à-dire , entre CN et CN + 2 <z ; donc N V 
ou PN = y [(CN + 2 a) x C N] ; donc CP 
= CN + PN= CN + \/[(CN+da) x CN] 
= x ; on portera donc C P de Z) en G ( jig . 14), 
et l’on anra le point G par lequel et par le 
point A tirant AG, on aura le triangle E D G 
égal au quarré c c. 


201. Si l’on veut savoir ce que signifie la seconde va- 
leur de x , savoir , x — \/ + 8 » 


on remarquera que Tien, dans la question, ne détermi- 
nant s’il s’agit plutôt de l'angle EDG ( Jlg. 14) que 
de son égal E' D G' formé par le prolongement des 
lignes GD, ED; et les quantités données étant les 
mêmes pour celui-ci que pour l'autre , cette seconde 
solution doit être celle de la question où il s’agiroit de 
faire dans l’angle E' D G' la même chose que nous avons 
faite dans l'angle EDG. En effet, en nommant DG' , x; 
et conservant les autres dénominations , les triangles 
A B G', E' D G' , semblables à canse des parallèles AB 
et DE' donnent B G' : DG' V. AG' \ G'E' ; et en 
abaissant la perpendiculaire E'F’, les triangles semblables 
A CG', E'F'G’ donnent AG' ; G'E' y. AC : F'E[ ; 
donc BG' t DG' A C F'E' , c’est a-dire, a — x 


a 5 o C o o r s 

‘ x “ l \ F’E' ; donc F'E' = — — — ; puis donc 
que la surface du triangle G'E'D doit être égale au 

quarré c c , il faut que X — - — ce; ce qui 

donne hxx — 2acc — iccx, et par conséquent , 

* = — ± y {—fT + 1 J valeurs de X qtu 

sont précisément les mêmes que celles du cas précédent, 
avec cette différence qu’elles ont des signes contraires , 
ainsi que cela doit être , puisqu’ici la quantité x est prise 
du côté opposé à celui où on la ptenoit d’abord. Nouvelle 
confirmation de ce que nous avons déjà dit plus d'une fois, 
que les valeurs négatives dévoient êtTe prises dans un sens 
opposé à celui où l’on a pris les positives, 

La construction que nous avons donnée pour le cas 
précédent , sert aussi pour celui-ci avec ce seul change, 
ment, de porter ( Jig. i5 ) X V de X en À' vers | J; 
alors la valeur de x qui, dans le cas précédent, étok 
CP , sera CK dans celui-ci. En effet, la valeur de x , 

• . . ce 

qui convient au cas présent , est x = — — — -J- 



-f- S X 5 c’est-à-dire , x = — CX + 

y [ ( CX + 2 a) X CX] ; puis donc que XV = 
y [( CX + 2a) X CX), on a x =z — CX + XV 
r= — CX + XK — CK; ainsi on portera CK de D 
en G' [fg- 14) , et l’on aura le point G' par lequel et 
par le point A tirant A G'E', on aura le triangle G'D E r 
égal au quarré cc; c’est-à-dire, la seconde solution de la 
question. 

202. Nous avons supposé que le point A [Jig- 14) 
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étoit au-dessus de la ligne BG; s'il étoit au - dessous , 
[fg. *6) quantité b, ou la ligne AC seroit négative, 

et les deux premières valeurs de x seroient par consé- 

cc . / o< tare \ 

quent x = — ± V { TL ) ou 

où l'on voit que le problème n'est possible alors que 

f c 

lorsque sa est plus petit que — j— > puisque lorsqu'il est 
plus grand , la quantité qui est sous le radical , est 
négative, et par conséquent ( S 5 ) les valeurs de x sout 
imaginaires ou absurdes. Lorsque S a est plus petit que 
~r ~ s tas deux valeurs de x sont négatives; c’est-à- 
dire , qu’alors le problème est impossible à l’égard de 
l'angle H DI ; mais il a deux solutions à l'égard de son 

égal E'DG'. Pour avoir ces deux solutions, il faut 

c c 

construire les deux valeurs x ■=. — — r— db 

b 

\/ — 2 X > ce q ne I' on tara de la 

maniéré suivante. Ayant déterminé , comme ci-dessus , 
la valeur Cj\ de -ff- , on prendra (fig. 17 )NQ_ — ia, 
et ayant décrit sur AT j £ comme diamètre , le demi-cercle 
AT V Q , on lui mènera la tangente CV; on portera en- 
suite C V de C en P vers AT, et de C en K à l’oppo- 
site; alors AfP et NK seront les deux valeurs de x; 
on les portera ( Jig . 16) de D en G et de D en G' ; 
et tirant par le point A et par les points G et G' les 
deux droites EG, E' G', chacun des deux triangles ED G , 
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E'DG' sera égal an quarré cc. Quant à ce que nons di- 
sons que NP et NK (Jig. 17) seront les deux valeurs- 
de x, cela se tire de ce que { Géom . 124) CV étant 
moyenne proportionnelle entre CN et C.Q, est =■ 
^ (f ^ X CN), ou (en mettant pour ces lignes, leurs 
valeurs) CV ou CP ou CK — — 2 X * 

donc NP=CN — CP = y— 2 «yi' , 

et .V K = CN + CK— if + (/[](' j — 2a ) X j] r 
or ces deux quantités sont les mêmes que les valeurs 
de x , en changeant les signes ; donc ces mêmes quan- 
tités portées de D vers G (Jig. 16) seront les valeurs 
de x. 


2 o 3 . Si le point A (Jig. 18) étoit dans l’angle même 
HDI , alors BD tombant du côté opposé i celui 
où il tomboit d’abord , a seroit négatif et les deux 
valeurs primitives de x , deviendroient x = -if- rfc 

\/ Ç-jj- ° i* ) 8 U * ,ont m ^ mes ( en changeant 

les signes ) que celles que nous venons de construire. 
On voit donc qu’alors on doit construire , comme on l’a 
fait (Jig. 17); mais porter les valeurs JVP et NK de 
x t les porter, dis-je, (Jig. 18) de D vers I; et l’on 
aura les deux triangles DEG , DE' G' qui satisferont tous- 
deux à la question. 


S04. Enfin , le point A ( Jig. ig ) pourroit être 
situé au - dessous de BD, mais dans l’angle BDE’. 
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Alors a et b seroient tous deux négatifs , ce qui donneroit 
* = - —±V {-JJ- + —7—; qu* sont prect- 
sément de signe contraire aux premières valeurs que nous 
avons trouvées pour x. On construira donc , comme on 
l'a fait ( Jig . l 5 ). Alors CK sera la valeur positive de x , 
et C P sa valeur négative ; on portera la première {Jig. 19), 
de D en G vers B, et l’autre à l’opposite, c’est-i-dire , 
de D en G'. 

Nous avons insisté sur les différens cas de cette solution , 
pour faire voir comment une seule équation les comprend 
tous; comment on les en déduit par le seul changement 
des signes ; comment les positions contraires des lignes 
sont désignées par la contrariété des signes ; et réciproque- 
ment. 11 nous reste encore ï indiquer quelques usages de 
cette même solution. 

So 5 . Si l’on proposoit cette question : D'un point 
donné A ( fig. 80 ) hors d'un triangle ou dans un triangle 
donné D H I , mener une ligne A F qui divise ce triangle 
en deux parties DEF, EFIH qui soient entr' elles dans 
un rapport connu et marqué par le rapport de m ' n ; 
cette question trouveroit sa solution dans la précédente. 
Car puisque le triangle DHI est donné, et que l’on 
sait quelle partie le triangle DEF doit être du triangle 
D H l ; si l’on cherche le quatrième terme de cette pro- 
portion m -j- n ; m “ la surface du triangle DHI, 
est à un quatrième terme ; ce quatrième terme sera la 
surface que doit avoir le triangle DEF. Or on peut 
toujours trouver un quarré cc égal à cette surface ( i 85 ); 
la question est donc réduite à mener par le point, A , 
une ligne AEF qui comprenne avec les deux côtés DH, 
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DI, un triangle DEF égal au quarré cc; c’est-à-dire, 
est réduite à la question précédente. 

So6. On voit encore qu’on ramèneroit à la même 
question , celle de partager une ligure rectiligne quel- 
conque (fg- 21 ) par une ligne tirée d’un point quel- 
conque A; en deux parties BCFE, EFDHK, qui 
fussent cntr’elles dans un rapport donné. En effet, la 
figure BCDHK étant supposée connue , on connoît 
tous ses angles et tous ses côtés; on connoîtra donc 
facilement le triangle BLC formé par les deux côtés 
KB et D C prolongés , puisqu’on connoit dans ce triangle 
le côté BC et les deux angles LBC , LC B supptémens 
des angles connus CBK et BCF ; ainsi on doit regar- 
der la surface du triangle LBC comme connue ; et puis- 
que celle de EBCF doit être une portion déterminée 
de la surface totale , elle est donc connue aussi ; la 
question est donc réduite à mener une ligne A E F qui 
forme dans l’angle K LD, un triangle égal à un quarré 
connu. Enfin, on voit par-là comment on partageroit cette 
figure, en un plus grand nombre de parties dont les rap- 
ports seroient donnés. 

207. Une remarque qu’il est encore à propos 
défaire, c’est que , si quelques-unes des quantités 
données qui entrent dans l’équation qui sert à 
résoudre une question , sont telles qu’en changeant 
leurs signes , en signes contraires , l’équation ne 
change point; ou si un changement de position 
dans la ligne , ou les lignes cherchées de la figure , 
n’entraîne aucun changement de position ni de 
grandeur dans les lignes données j alors parmi les 
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différentes valeurs de x , lorsqu’il y en a plusieurs 
dans l’équation, on en trouvera toujours une qui 
sera la solation propre pour le cas qu’indique ce 
changement. 

Par exemple , dans la question que nous venons de 
traiter , on a vu que l'une des valeurs de x donuoit direc- 
tement la solution pour le cas où la ligne AEG 14) 
devoit traverser l'angle HDI , ainsi qu’on l'a supposé eu 
faisant le calcul ; mais on a vu en même temps que la 
seconde valeur de x donnoit la solution pour le cas où 
il s'agiroit non pas de l’angle HDI, mais de son opposé 
au sommet. 

La raison en est qu’ayant dans chaque cas, les mêmes 
quantités données à employer, et les mêmes raisonne- 
ment i faire , on ne peut être conduit qu’à la même 
équation; donc la même équation doit donner les deux 
solutions. 

208. Supposons maintenant qu’il s’agit de trou- 
ver sur la direction de la ligne donnée A B ( fig. 22 ) 
un point C tel que sa distance au point A , soit 
moyenne proportionnelle entre sa distance au point B 
et la ligne entière AB. 

Je nommerai a, la ligne donnée AB; et x 
la distance cherchée A C ; alors B C sera a — x , 
et puisqu’on veut que AB : A C :: A C : C B , 
ou que a : x ”x ; a — x,il faut , en multi- 
pliant les extrêmes et les moyens , que n = 
a a — a x , ou x x -j- ax =. a a équa- 
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tion du second degré qui , étant résolue , donne 

*== — T (jtza + a a). 

Pour construire la première valeur * = — 
+ a a), il faut selon ce qui 
a été enseigné ( 187 ) élever au point B la per- 
pendiculaire BD = 7 a , et ayant tiré A D , 
on aura AD = \A [ ( J 3 Z) ) a 4- (.dû)*] = 
V(i«* + a a ; il ne s’agit donc plus que de 
retrancher de cette ligne , la quantité a , ce qui 
se fera en ponant DB de D en O, alors AO 
vaudra ( j au + aa) — ± a, c’est-à-dire, 
sera égale à x; on portera donc A 0 de A en C 
vers B , et le point C où elle aboutira sera le point 
cherché. 

Quant à la seconde valeur de x, savoir — \a — 
^/(jao -j- *a); si l’on porte BD de O en 0' sur le 
prolongement de AD , alors AO' vaudra j a 
^(iaa -(- a a); puis donc que la valeur de x est 
cette même quantité , prise négativement , on portera 
AO' de A en C' sur A B prolongée du côté opposé 
& celui vers lequel on a supposé , dans la solution , 
que x tendoit , et l’on aura un second point C' qui 
sera aussi', tel que sa distance au point A sera moyenne 
proportionnelle entre sa distance au point B et la ligne 
entière AB. 

Remarquons, en passant, que cette question renferme 
celle découper une ligne donnée AB en moyenne et extrême 
raison; aussi la construction que nous venons d’en don- 
ner , est-elle la même que celle que nous avons donnée 

~ [Gcçm. 
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(Géom. 125). Mai» on voit que l’Algèbre nous conduit à 
trouver cette construction ; au lieu qu’en Géométrie, nous 
supposions la construction déjà trouvée , et nous en dé- 
montrions seulement la légitimité. 

209. Si l’on fait un peu d’attention à la marche 
que nous avons observée dans les questions pré- 
cédentes, on verra que nous avons toujours pris , 
pour l’inconnue , une ligne , qui étant une fois 
connue , serviroit à déterminer toutes les autres , 
en observant les conditions de la question. C’est 
ce qu’on doit toujours pratiquer; mais il y a 
encore un choix à faire pour se déterminer sur 
cette ligne : il y en a souvent plusieurs dont 
chacune auroit également la propriété de déter- 
miner toutes les autres si une fois elle étoit con- 
nue ; or parmi celles-là il en est qui conduiroient 
à des équations plus composées les unes que 
les autres. Pour aider à se déterminer dans ces 
cas , nous placerons ici la règle suivante. 

210. Si parmi les lignes ou les quantités qui 
étant prises chacune pour l'inconnue , pourraient 
servir à déterminer toutes les autres quantités , il 
s'en trouve deux qui y servent de la même manière , 
en sorte qu'on prévoit que lune ou l'autre conduirait 
à la même équation ( aux signes + ou — près ) ; 
alors , on fera bien de n'employer ni l'une ni l'autre, 
mais de prendre pour inconnue une autre quantité 

Algèbre. R 
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qui dépende également de l'une et de P autre de ces 
deux-là ; par exemple , de prendre pour incon- 
nue leur demi-somme , ou leur demi-différence, 
ou un moyen proportionnel entr’elles , ou , etc. 
On arrivera toujours à une équation plus simple 
qu’en cherchant l’une ou l’autre. 

La question suivante nous en. fournira plu- 
sieurs exemples. 

211. D'un point D ( fig. 23 ) situé dans Tanglt 
droit IAE , et également éloigné des deux côtés IA 
et AE , mener une ligne droite DB , de manière 
que la partie CB comprise dans l'angle droit EAB 
soit égale à une ligne donnée . 

Ayant abaissé les perpendiculaires DE, DI, 
je puis indifféremment prendre pour inconnue , 
CE ou AB , AC ou IB , CD ou D B. Si je 
prends , par exemple CE pour l’inconnue , alors 
nommant CE , x ; et désignant par a, chacune 
des deux lignes égales D E, D I qui sont censées 
connues ; nommant de plus c , la ligne donnée à 
laquelle B C doit être égale , j’aurai AC — AE 
— CE — a — x; et les triangles semblables DEC , 
CAB , me donneront AB par cette proportion, 
CE : DE :: AC : AB ; c’est-à-dire , x : a :: 
a — x : AB ; d’où l’on tire AB — Or 

par la propriété du triangle-rectangle ( Gèom . 164) 
o.n a [ACy + (AB) % =; {B C)“ : substituant, 
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an lieu de ces lignes, leurs valeurs algébriques, 
on aura ( a — * ) + 1 ) = c c , ou 


a a 


2 a x + x x -j- 


û* — » a 3 x -4 - 1 


ou , en chassant le dénominateur , transposant 
et réduisant, x 4 — 2ax 5 + 2 aaxx — ccxx — 
2 a 3 x + a 4 = o ; équation du quatrième degré, 
mais qui n’est pas , à beaucoup près , la plus 
simple qu’on puisse employer pour résoudre cette 
question. 

Si , au lieu de prendre C E pour inconnue , 
nous prenions IB ; alors nommant IB , x , et 
imitant la solution précédente , on auroit une 
équation qui ne diffèreroit de celle qu’on vient 
de trouver , qu’en ce qu’au lieu de a — x , on 
auroit x — a ; c’est-à-dire , qui seroit absolu- 
ment la même , puisque ces quantités y sont 
au quarré. De même, celle où l’on prendroit AB 
pour inconnue , ne diffèreroit que par les signes , 
de celle où l’on prendroit A C pour inconnue. 
A l’égard de D B et de D C , l’équation où l’une 
sera prise pour inconnue , ne différera que par 
les signes , de celle où l’on prendroit l’autre 
pour inconnue ; il ne faut donc prendre aucune 
de ces lignes. 

Mais si nous prenons pour inconnue la somme 
des deux lignes DB et D C , et si nous repré- 
sentons cette somme par 2 x , alors ( Géom. So 5 ) 

R 2 


» 
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nous aurons D B = x + ^c,et/)C = x — |c; 
or les parallèles D I et CA , nous donnent , pour 
trouver AB et AC , les deux proportions sui- 
vantes , D C : CB :: IA ou DE : AB , et DB ; 
CB :: DI : AC ; c’est-à-dire , x — £ c : c :: a 
: AB , et x + ~c : c :: a : AC ,* donc AB = 


et AC = 


* + -;c 


donc puisque le 


triangle rectangle CAB , donne (AB)* -f- (AC)* 

t t> />\, û a c a a* c* 

= (BC)* , on aura — — - + — — 

' ' ’ (x — je ) 1 1 (x+ic)> 


— cc ; 


ou bien , chassant les fractions , et divisant par 
cc, + 

(x — Ÿ c Y »’ faisant les opérations indiquées , trans- 
posant et réduisant , on a x 4 — (t £C + a ûû)x* 
~~aacc — TJ t 4 , équation du quatrième degré , 
à la vérité , mais plus facile à résoudre que la 
précédente , puisque (141) elle se résout à la 
manière de celles du second degré. 

On parviendra encore à des équations assez 
simples si on emploie deux inconnues , dont 
l’une soit la somme des deux lignes AB et AC, 
et l’autre leur différence ; c’est-à-dire , si l’on 
fait AB + A C = ax , et AB — AC — ay , ce 
qui donnera A B = x y et A C = x — ^ ; le 
triangle-rectangle ABC donnera (AB)* + (AC)* 
= ( B C)*, et les triangles semblables ABC , IBD 
donneront AB : AC :: IB : ID ; ce qui don- 
nera les deux équations nécessaires pour déter- 
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miner x et y ; de l’une on tirera la valeur de xx , 
qui étant substituée dans l'autre , donnera pour^ f 
une équation du second degré. Mais nous lais- 
sons aux commençans à achever ce calcul pour 
s’exercer , et nous revenons à notre équation. 

Conformément à ce qui a été enseigné (141), 
on aura x 4 — (t cc + 2 aa) x* -f (j c c + aa ) 1 
= [jcc + aa)* -f - ÿaacc — c* = aacc + a 4 ; 

tirant la racine quarrée , x* — ( jee + a a) = 
dtz\^(a ac c + a 4 ), et par conséquent x* = j cc 
+ aa ztz i/( aacc + a 4 ) : tirant de nouveau la 

racine quarrée , nous aurons enfin 

x = ±V / [jcc-f-aa±^/(aacc + a 4 )] ou 
x==±V [-cc + aazha \/[c c + a a ) J. 

Des quatre valeurs de x que donne la double 
combinaison des deux signes dr , il n’y en a 
qu’one qui appartienne à la question telle qu’elle 
a été proposée , et cette valeur est ....... 

x = +\^[jcc + aa+a \/(cc + a a ) ]. 

La valeur x= +\^[~cc-j-aa — aq/(cr + aa)J 
résout la question pour le cas où l’on deman- 
deroit que la ligne CB fût dans le même angle 
que le point D ( voyez Jig. 24 ) ; et alors x re- 
présente , non pas la demi-somme , mais la demi- 
différence des deux lignes D B et D C ; c’est ce 
dont il est facile de se convaincre en nommant 
2 x cette différence , et résolvant le problème 

R 3 
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de la même manière que ci-dessus ; car on aura 
= C D — i c — x , et les paral- 
lèles DI et CA donneront DB : CB :: DI : 

CA, et D C : CB :: A I : A B , ou ^ c + x : 

c :: a : C A , et^c — x : c :: « : AB ; donc 


CA = 


ic + z 


, et AB 


; donc à 


cause du triangle rectangle CAB, on aura 

+ f • ou • a P res les 

mêmes opérations que ci-dessus , x* — [jCc + q aa) 
x* = ±aacc — Tgt 4 , équation qui est absolu- 
ment la même que celle que nous venons de 
trouver pour la somme des deux lignes B D et 
C D (Jig. 23 . ). Donc la même équation satis- 
faisant aux deux cas , l’une des racines doit 
donner la somme , et une autre doit donner 
la différence ; or il est facile de voir que les 
deux cjue l’on doit prendre , sont celles que nous 
venons d’indiquer , puisque les deux autres ra- 
cines, étant toutes négatives , ne peuvent appar- 
tenir qu’à des cas tout opposés à ceux qu’on 
a considérés dans chaque résolution. 


Quant à ces deux autres racines , pour trouver â quels 
cas elles appartiennent, il faut observer que lien ne 
détermine dans la question présente, ou du moins, dans 
l'équation , si le point D ( Jig . 23 ) est, comme on l’a 
supposé d’abord, au-dessous de A I et à gauclie de A E, 
ou s il est , au contraire , au-dessus de la première , et 
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I droite de la seconde , comme on le voit ici à l'égard 
de A'I' et de A' E' ; or dans ce cas , la quantité a 
tombant de côtés opposés à ceux où elle tomboit d’abord 
est négative , donc on aura la solution qni convient à 
ce cas , si l’on met — a , au lieu de -(- a dans l’é- 
quation x* — (ï cc 2aa) x* etc. trouvée ci-dessus; 
mais comme cette équation ne change pas alors , il 
s’ensuit que cette même équation doit aussi résoudre ce» 
deux nouveaux cas ; donc les deux autres valeurs de x 
sont, l’une, la somme des deux lignes DE' et D C’ 
(JiguTC 23); et l’autre leur différence (Jîguri 24). Et 
l’on voit en effet que dans cette nouvelle position , 
les points B et C tombent de côtés opposés à ceux où 
ils tomboient d’abord, et que par conséquent ta somme, 
ainsi que la différence des deux lignes D B' et D C' 
doit être négative , comme l'équation les donne eft 
effet. 

Pour construire la solution qu’on vient de 
trouver, on prendra sur EA prolongée ( fig . 2S 
et 24 ) , la partie AN — c , et ayant tiré IN , 
on portera cette dernière sur DI prolongée de I 
en K ; sur DK comme diamètre , on décrira le 
demi-cercle K LD rencontré en L par Al pro- 
longée. Du milieu H de AN , on tirera IH 
que l’on portera de I en M ( jig . a3 ) , et on 
aura LM. pour la première valeur de x ; mais dans 
la figure 24 ,on décrira du point L comme centre, 
et d’un rayon égal à IH , un petit arc qui coupe 
IK en M , et IM sera la seconde valeur de x'; 
et puisqu’on a BD = x + £ c , on aura BIX 

R 4. 
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= LM + AH (Jig. a 3 ) , et BD = IM + AH 
( J\g . 24 ) ; ainsi il n’y aura plus qu’à décrire 
du point D comme centre , et du rayon BD qu’on 
vient de déterminer , un arc qui coupe IA pro- 
longée en quelque point B , la droite BD sera 
telle qu’on la demande. En effet , le triangle 
rectangle IAN ( Jigures 23 et 24) donne 1 H ou 
1 K = 4/ (I A 1 + AN*) = \/(aa + ce }, «puis- 
que LI est moyenne proportionnelle entre DI 
et / K , on a I L* = D I X I K — a-\/(aa -f- ce) ; 
or le triangle rectangle IA H donne IH ouM/= 
■y/ (IA* + A H*) — 4/(«« + j ce) , et le triangle 
rectangle LIM donne ( fig . 23 ) LM=\/(MI*+IL*) = 

\/[ aa + J CC + a V( aa + cc )] = * ;et ifië- 2 4 )" 

IM = y' (LM* — IL*) = 

l/[ a a -f- j cc — a \/( a a + a)] = x. 

Il faut remarquer au sujet de cette dernière 
valeur , que la construction que nous venons 
d’en donner, suppose que IH ( Jig . 24) est plus 
grand que LI, ou tout au plus égal. S’il étoit 
plus petit , la question seroit impossible pour 
ce dernier cas ; c’est ce que fait voir aussi l’Al- 
gèbre , car dans la valeur 

x — -\/[aa + jCc — ay'(aa + c'c)], si aa + \cc , 
qui est (IH)* , est plus petit que a -y/(aa + cc) 
qui est (IL)* , la quantité que couvre le radical 
•supérieur , sera négative , et par conséquent la 
valeur de x sera imaginaire. 
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a îa. En prenant pour inconnue la somme des 
deux lignes D B et D C (Jig. aS ) ou leur diffé- 
rence (Jig. 24 ) , nous sommes arrivés à une 
équation plus simple qu’en prenant CE, ou AC, 
on AB , ou IB , parce que la relation des lignes 
D B et DC aux lignes IB et A B est semblable à 
celle que les mêmes lignes DB et D C ont avec 
les lignes A C et CE; c’est-à-dire , qu’elles peuvent 
être déterminées par des opérations semblables 
en employant IB et AB , ou A C et CE. En 
général , comme l'équation doit renfermer tous les 
différens rapports que la quantité cherchée peut 
avoir avec celles dont elle dépend , cette équa- 
tion sera toujours d’autant plus simple que la 
quantité qu’on choisira pour inconnue , aura 
moins de rapports différens avec les autres. 

21 3 . Supposons que AB ED (Jig. a 5 ) repré- 
sente une sphère engendrée par la rotation du 
demi-cercle A B E autour du diamètre A E. Le 
secteur ABC, dans ce mouvement, engendre 
un secteur sphérique qui est composé d’un seg- 
ment sphérique engendré par la rotation du demi- 
segment AB P , et d’un cône engendré par le 
triangle rectangle B PC. On demande en quel 
endroit le segment sphérique et le cône seront 
égaux entr’eux. 

Pour résoudre cette question , il faut se rap- 
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peler ( Géom . 247 ) que le secteur sphérique est 
égal au produit de la surface de la calotte B AD 
par le tiers du rayon A C. Or la surface de la 
calotte ( Géom. 226 ) se trouve en multipliant 
la circonférence AB ED par la hauteur AP de 
cette calotte. Donc si on représente par le rap- 
port de r ; c , le rapport du rayon d’un cercle à sa 
circonférence, et si l’on nomme A C , a ; A P x ,*■ 
on aura la circonférence AB DE par cette pro- 
portion r : c :: a : ABDE qui sera donc • 
donc la surface de la calotte sera — ° — , et par 
conséquent , la solidité du secteur sera c -^- X 

, c a a x 

-s- a ou 

S 3r 

Pour avoir la solidité du cône , il faut multiplier 
la surface du cercle qui lui sert de base , c’est-à-dire 
la surface du cercle qui a pour rayon B P , par le 
tiers de la hauteur CP : or puisque C P — C A — • 
A P = a — x, et que C B — a , on aura dans le 
triangle rectangleÆPC, BP—\/ (CB 1 — CP*)^= 
4/ (a a — a a + 2 ax — xx ) = 4/ (2 ax — x x) ; 
niais pour avoir la surface du cercle qui a pour 
rayon BP , il faut multiplier sa circonférénce par 
la moitié du rayon , et pour avoir cette circon- 
férence ,il faut calculer le quatrième terme de cette 
proportion r : c :: y' ( 2 ax — x x ) est à un 

quatrième terme qui sera ; mulu» 
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pliant donc parla moitié du rayon |/ (2 ax — xx), 

pour la surface de la base 


on aura 


c . (2ax — x x) 


du cône ; multipliant cette surface par le tiers de la 
hauteur C P , c'est-à-dire , par — ? on aura 


c . ( a a x — 11) 


X — z — ~ - pour la solidité du cône î 
or pour que le cône soit égal au segment , il faut 


que le secteur qui est la somme des deux , soit 
double de l’un ou de l’autre, il faut donc que 

c a a x 1 a x — x x a — x c a a x 


2 C X 


X 


ou — — = 

o r 


(h a x — .ri) . (a — x ) 


> en supprimant q , facteur 


commun du numérateur et du dénominateur ; telle 
est l’équation qui résoudra la question. On peut 
simplifier cette équation en supprimant 3 r, qui est 
diviseur commun, et ex qui est multiplicateur 
commun des deux membres ; alors on -aura 
a a = ( 2 a — x). [a — x), ou xx — 3 ax = — a a; 
d’où l’on tire, selon les règles de la première sec- 
tion , x = \a zh \/ ( faa ); or de ces deux 
solutions , il n’y a que x — |a — q/(|aa) 
qui puisse satisfaire, puisqu’il est évident que 
x = f a -f- 1/ (|««) valant plus que 2 a , c’est-à- 
dire , plus que le diamètre, la solution qu’elle 
indique , ne peut convenir à la sphère. 


Si l’on veut construire la solution x =| a — 
■[/ (|« a) , on lui donnera cette forme x = | a — 
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— au); et ayant pris AM = f <r , 
on décrira sur A M comme diamètre , le demi- 
cercle AO M, et ayant inscrit la corde A O égale 
à a , on tirera O M que l’on portera de M en P 
vers A ; le point P où elle aboutira , détermi- 
nera la hauteur AP ou x. En effet , à cause du 
triangle rectangle A 0 M on a O M ou PM — 
l/ (A M % — AO 1 ) = 1 / (jeta — as); donc 
AP — AM — PM = \a — ~\/ [j a a — aa) = x, 
Quand à la seconde solution * = ‘ a -(■ 
•y/ ( jûu), elle n’appartient point , ainsi qne nous 
venons de le dire, a la question présente; mais 
elle appartient, ainsi que la première , à cette autre 
question abstraite , que la lecture de l’équation 
x x — 3a* = — a a , on 3 a* — ** = sa, 
fournit: la ligne connue AN (fig. 26 ) étant partagée 
en trois parties égales aux points B et D , trouver 
sur la direction de cette ligne un point P , tel que 
la partie A D soit moyenne proportionnelle entre 
les distances du point P aux extrémités A d N ? 
En effet, si l’on nomme a le tiers AD de la ligne 
connue AN, et AP , x , on aura P N = 3 a — x ; 
et les conditions de la question donnent cette 
proportion x ", a a ", 2> a — x, d’où l’on tire 
cette équation 3ax — x x = aa , dont les deux 
racines sont x = ^adb-y/ (|aa) comme ci-dessus; 
on les aura toutes deux aussi par la même cons- 
truction , excepté que pour la seconde , c’est-à- 
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dire , ponr x = f a + 4/ (| aa) , on portera M 0 
de M en P' vers N ’ , et alors A P et AP' seront les 
deux valeurs de x. 


Autres Applications de T Algèbre > à 
divers objets. 

«14. Les corps que nous avons considérés en 
Géométrie , reviennent souvent dans plusieurs 
questions, et principalement dans les questions 
Physico-mathématiques , parce qu’ils sont les élé- 
mens de tous les autres. Il est donc à propos de 
se familiariser avec les expressions algébriques , 
soit de leur totalité , soit de leurs parties. Outre 
que cela sera utile dans la suite de ce Cours , cela 
nous fournira encore l’occasion de faire voir l’uti- 
lité de l’Algèbre pour la comparaison de ces 
corps , et pour la mesure de çeux qu’on peut y 
rapporter. 

Si l’on représente en général par r ‘ c le rapport 
du rayon à la circonférence d’un cercle [rapport 
que l’on connoît avec une exactitude plus que 
suffisante ( Gèom . 146) pour la pratique] ; alors la 
circonférence de tout autre cercle dont le rayon 
seroit a , sera ~~ > et sa surface X a , 


a"]o Cours 

On voit par-là que les surfaces des cercles 
croissent comme les quarrés de lenrs rayons ; car 
— ° r - étant toujours de même valeur , la quantité 

-~r ne croît qu’à proportion de ce que croît a\ 
Si h est la hauteur d’un cylindre dont le rayon 
de la base est a , on aura ( Géûm . 287 ) ~^ a — x h 
pour sa solidité ; par la même raison , on aura 
X A', pour la solidité d’un autre cylindre dont 
la hauteur seroit h' , et dont le rayon de la base 
seroit a' ; en sorte que les solidités de ces deux 
cylindres serontentr elles :: ■■ -- X h : - - -- X h , 
ou :: a“ h : a % h' , en supprimant le facteur 
commun ** - ; c’est-à-dire , que les solidités des 
cylindres sont comme les produits de leurs hau- 
teurs par les quarrés des rayons de leurs bases. Si 
les hauteurs sont proportionnelles aux rayons des 
bases, alors on a h : h' :: a : a , et par conséquent 
h! = ; et le rapport a a h ‘ a * h' devient 

a 1 h : — j ou, (en supprimant le facteur 

commun h, multipliant par a , et supprimant le 
dénominateur a ) devient a 3 : a ' 3 ; c’est-à-dire , 
qu’alors les solidités sont comme les cubes des 
rayons des bases. 
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En général, les surfaces, comme nous l’avons 
vu en Géométrie, dépendent du produit de deux 
dimensions , et les solides du produit de trois 
dimensions; ainsi si chaque dimension de l’un de 
deux solides ou de deux surfaces que l’on compare, 
est à chaque dimension de l’autre , dans le même 
Tapport , ces deux surfaces seront entr’elles comme 
les quarrés , et ces deux solides seront comme les 
cubes de deux dimensions homologues ; et plus 
généralement encore , si deux quantités quel- 
conques de même nature , sont exprimées par le 
produit de tant de facteurs qu’on voudra , et si 
chaque facteur de l’une est à chaque facteur de 
l’autre, dans un même rapport, ces deux quan- 
tités seront entr’elles comme un facteur homo- 
logue de chacune élevé aune puissance d’un degré 
égal au nombre de ces facteurs. Par exemple, si 
une quantité est exprimée par a b c d et une autrç 
par a b' c d! , auquel cas ces deux quantités sont 

l’une à l’autre :: a b c d ; a! b r c' d ' , alors si l’on 
a a : a b : b’ :: c ; c :: d : d ’ , on tirera 
des porportions que donnent ces rapports , 

,/ a b , a c ,t ad 

b — j c ~ ■ > d = > et par conse- 

a a a 1 

quent le rapport a b c d ; a' b' c d! , deviendra 

, , a*bcd u'+ . ,, 

a b c d : = — 3 pu a : — j-3 ou a 4 : a 4 . 

a> a J 

La même chose auroit lieu , quand même ces 
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quantités ne seroient pas exprimées par des mo- 
nômes; si , par exemple , elles étoient exprimées , 
l’une par a b + cd, et l’autre par a' b' + c' d ' , 
dans le cas où les dimensions de la première seront 
proportionnelles aux dimensionsdelaseconde, ces 
quantités serontl’une à l’autre :: a 1 : a'*; en effet, 
puisqu’on suppose que a : a! :: b : b' c : c d : d', ' ' 

, a b r a c a J 

on aura b = > c ~ j d = , 

a a a 

et par conséquent le rapport ab + cd: a b' + c d' 
deviendra ai + c d ; — — + ■“ cd - > ou 

a a % 

« . • a a a b -f- a a cd . . . . 

a b + c d : y ou tf a ( û i + c a ) 

Z a* (a b + c d) , ou enfin a a : a'*. 

Cette dernière observation démontre d’une 
manière générale , que les surfaces des figures 
semblables sont comme les quarrés de deux de 
leurs dimensions homologues, et les solidités 
des solides semblables comme les cubes ; car 
quelles que soient ces figures ou ces solides , 
les premières peuvent toujours être considérées 
comme composées de triangles semblables dont 
les hauteurs et les bases sont proportionnelles 
dans chaque figure ; et les derniers peuvent être 
considérés comme composés de pyramides sem- 
blables dont les trois dimensions sont aussi pro- 
portionnelles. 
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On voit par -là comment on peut comparer 
Facilement les quantités , lorsqu’on en a l’ex- 
pression algébrique ; et cela, soit que ces quan- 
tités soient de même espèce ou d’espèce diffé- 
rente , comme un cône et une sphère , un prisme 
et un cylindre , pourvu seulement qu’elles soient 
de même nature ; c’est-à-dire , ou toutes deux 
des solides , ou toutes deux des surfaces , ou 
toutes deux , etc. 

Par exemple , si on veut comparer le rapport des soli- 
dités à celui des surfaces : en représentant les solidités ou 
volumes de deux corps semblables par V et u ; leurs sur- 
faces par S et s ; leurs lignes homologues par L et l ; on 
aura V : « ’.l L 3 : / 3 ou F; V* i. Pareilllement» 

on aura \/ S ’ \/ s îî L ; l ; donc 1 / V u y. \/ S \ y/r, 

ou P: u :: y 1 s 3 : y/t 3 ,-ou V p : V :: s : s, qui fait 

voir que les surfaces augmentent dans un moindre rapport 
que les solidités. 

8 x 5 . Nous avons dit { Géom . 84 3 ) comment on devoit 
s'y prendre pour avoir la solidité d'une pyramide tron- 
quée ou d’un cône tronqué. Si donc on nomme h la 
hauteur de la pyramide entière , et A' la hauteur de la 
pyramide retranchée ; s la surface de la base inférieure , 

et s' celle de la base supérieure, on aura (Gèom. 20a), 

À* s' 

1 î t' !î P î A'* ; et par conséquent A'“ =5 — ou 

Algèbre, S 
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v = *v/(-f) ; mais si on nomme k la hanteur du 


; d’où l’on 


tronc , on aura k — h — A' , et par conséquent A = 

, i . / f * \ i hy s — hy s‘ 
h _ hy ou k = p— 

f( S J 

tire h = — Or la solidité de la pyramide totale 

y s — y s ' 

est s X 5 ’ et ce ^ e de pyramide retranchée est 
r' X —z- } ou (en mettant pour A' la valeur qu’oa 

vient de trouver) s' X ~zr V' — » donc la solidité du 
3 s 


h s' y s' h / s' y s' \ 

’sy ^ 3 \ J 

h / s y — s y S \ 

n • I ) ; mettons donc pour A 

3 \ y * / 

la valeur que nous venons de trouver , et nous aurons 

A y s (s y s — t'y*) . . 

X — -, qui sc réduira a 


tronc sera 


enfi 


3 (y s — y s) 




— ( — ^ — 7 ^—^, ou, en faisant la division par 

a V y S — y S J r 

l , 

\/ i — V s ' » se réduit à — X (s + [/ s s' -f- s' ), 
qui nous apprend que toute pyramide ou tout cône 
tronqué est composé de trois pyramides de meme hauteur , 
dont l’une a pour base la base inférieure j du tronc, 
l’autre la base supérieure s' , et la troisième , une moyenne 
proportionnelle y/ si' entre la base supérieure s' et la 
base inférieure s; car pour avoir la solidité de ces trois 
pyramides, il suffiroit, puisqu'elles sont de même hauteur, 
de réunir les trois bases , ce qui donneroit s -J- y/ ss -j- s', 
et de multiplier la totalité par le tiers ^ de la hauteur 
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commune , ce qui donne la même quantité qu’on vient de 
trouver. 

De-li on peut déduire une formule assez simple pour 
la solidité d’un cône tronqué , creusé cylindriquement et’ 
Concentriquement Â son axe. En effet , soit m le rayon 
du cylindre creux; e la plus petite épaisseur, £ la plus 
grande. La surface du cercle étant égale ( Giom. 1 5 7 ) 
au quarré du rayon , multiplié par le tapport de la demi* 
circonférence au rayon, on aura——— X ( m -f* e Y * 

X { m + £)* , « t -î- X ( m -f- «) { m + E) 
pour les trois surfaces dont il vient d'être question J 

multipliant donc la totalité par le tiers de la hauteur h , 

c c 

et retranchant la solidité — — X m a A ou — : — X 3 

a r O r 

ch 

du cylindre intérieur, on aura — r— • X[(3£ + 3r)X”i 
4- £ a -)-£« -f- e*] ou X [( E -H e) (3m -f- E) + «’] 
pour la solidité cherchée. 

Cette formule peut servir pour trouver le poids d’une 
pièce de canon dont on connoit les dimensions, un 
canon n’étant autre chose que l’assemblage de trois cônes 
tronqués , creusés cylindriquement , dont le premier forme 
le premier renfort, le second le second renfort, et le 
troisième la volée ; à quoi l'on ajoutera le cylindre qui 
forme l’épaisseur de la culasse dans le fond de l’ame. 
A l’égard des tourillons, anses, et toutes les moulures; 
on peut les évaluer à environ six fois un tourillon dans 
les pièces construites suivant l’Ordonnance de 1732 , 

S 2 
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et à cinq fois un tourillon pour les pièces de campagne 
légères. 


216. Si a représente le rayon d’une sphère , 


sera la surface de son grand cercle ; 


4 ca % 


ou sera la surface de cette même sphère . 

, v a* * c 4'* 3 

et par conséquent Xfff, OU — X — 
sera sa solidité ( G éom. 2 23 et 244). 


Si Ton nomme x la hauteur d’un segment 
quelconque , on aura , comme nous l’avons vu 
dans la solution de la dernière question (21 3 ), 
— pour la solidité du secteur , et ~~ X 

(2 ax — xx) x — ~~ pour celle du cône qui 

en fait partie ; donc celle du segment sera . . . 

e . . a — x 

- • ( 2 a x — xx) • — ~ — = 

1 r ' • 3 


3 r ar 

c r (lax — x x) / » -m 

_ [ fla * S — X (a — x)] = 

laax — laax -f- axx -+■ Jau — x 3 
5 r ' a 

c 3 fl x x — x 3 
3 r * 


= ~ôT ‘ ( 3a * 3 ~ xS )• 


Quand on a les expressions algébriques des 
quantités , il est facile , après cela , de résoudre 
plusieurs questions qu’oji peut faire sur ces memes 
quantités. 
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Par exempte , si l’on demandoit quelle doit être là 

hauteur d’un cône qui seroit égal en solidité à une sphère 

donnée, et qui auroît pour rayon de sa base 1e rayon 

de la sphère : en nommant A cette hauteur et a le rayon 

de la base, on aura — — X — pour la solidité do 

a r 3 

ce cône ; et puisqu'il doit être égal à la sphère qui a 

, c a 1 h c 4 a 1 

aussi pour rayon a, on aura — X — — = — X — — > 

‘ ' a r 3 - ar 3 i 

d’où l’on tire A = 4a, en effaçant,, dans chaque membre., 
le facteur commun — — • — — • 

2 r- a 

Cette valeur de A nous fait cormoître- que la hauteur 
doit être double du diamètre de la sphère, ce qui doit 

être en effet; car la sphère étant ( Géoi n. 246 ) les y 

du cylindre circonscrit , doit être 1e double d’un cône 
de même base et de même hauteur que ce cylindre-, 
c’est-à-dire, égale à un cône de même base et d’une 
hauteur double. 

217. Pour donner encore un exempte , proposons-nou» 
cette question. 

Connaissant le poids d'uni mesure connue de poudre , oa 
demande les dimensions que doit avoir une mesure cylindrique , 
capable de contenir un poids donné de poudre , le rapport di 0 
la hauteur au diamètre de cette mesure ,. étant déterminé. 

Soit m ; n le rapport de la hauteur au diamètre , et 

x la hauteur ; sera le diamètre , et -- X rr~ 

rn or m* 

ki solidité. Supposons que p soit- te poids de la quantité 

S 3 
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do poudre que peut contenir un cylindre , dont la hau- 
teur seroit égale au diamètre de la base , et dont par con- 
séquent )a solidité seroit — X a 3 ; nous aurons donc en 
1 8 r 

nommant P le poids de la quantité de poudre que doit 

, c 

« 3 : -ô- x — 7- 


contenir la mesure en question , a 

’! P 1 P ; d’où l’on tire x = a 

Un cylindre de 12 pouces de hauteur et 12 pouces de 
diamètre , contient à-peu-près 5 1 livres de poudre ; ainsi si 


l’on vouloit une mesure cylindrique qui contînt 4 liv. j de 
poudre , et dont le diamètre fût les £ de la hauteur , on 
feroit a — 1 2 ; p = 5 1 ; P = 4 , 5 i — ’t— = § , et l’on 
trouvèrent x = G Po - , 47. 

-, q ) » 

Des Lignes courbes en général et en 
particulier des Sections coniques . 

218. Parmi les lignes courbes que l’on con- 
sidère en Géométrie , les unes sont telles que 
chacun de leurs points peut être déterminé par 
tine même loi; c’est-à-dire par des calculs et 
des opérations semblables : dans d’autres , chaque 
point se détermine par une loi différente, c’est- 
à-dire , par des calculs ou des opérations diffé- 
rentes ; mais cette différence elle-même est assu- 
jettie à une loi. 

Quant aux lignes tracées au hasard, telles que scroient 
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par exemple , les traits qu'imprime sur le papier , la 
plume d'un écrivain, ils ne peuvent être l’objet d’une 
Géométrie rigoureuse. Néanmoins les recherches dont 
celle-ci s’occupe conduisent même à imiter, par de» 
procédés directs et certains, des contours qui ne semblent 
assujettis A aucune loi; et l’art de lier ainsi, par des 
rapports approches , des quantités dont la loi véritable 
teroit ou inconnue ou trop composée , n’est pas une 
des applications les moins utiles de la Géométrie et de 
l’Algèbre. 

Pour pouvoir tracer les lignes courbes qui 
font l’objet de la Géométrie , il faut donc con- 
noître la loi à laquelle sont assujettis les différens 
points de leur contour. Or cette loi peut être 
donnée de plusieurs manières : ou en indiquant 
un procédé par lequel ces courbes peuvent être 
décrites d’un mouvement continu ; tel est le 
cercle qui se décrit en faisant tourner dans un 
plan , une ligne donnée , et autour d’un point 
donné. Ou bien, en faisant connoître quelque 
propriété qui appartienne constamment à chacun 
des points de cette courbe. Enfin cette loi peut 
être donnée par une équation , et on peut tou- 
jours supposer qu’elle est donnée par ce dernier 
moyen , parce que les deux autres dont nous 
venons de faire mention servent à trouver l’équa- 
tion qui exprime cette loi. C’est sous ce dernier 
point de vue que nous allons principalement con- 
sidérer les courbes. C’est tout-à-la-fois le plus 
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simple et le plus fécond pour en connoître les 
propriétés, les singularités et les usages. Voyons 
donc comment une équation peut exprimer la 
nature d’une courbe , et puisque jusqu’ici nous 
ne connoissons encore que la circonférence du 
cercle , commençons par celle-ci. 

219. Supposons donc que AM B ( Jig . 27) 
est une courbe à laquelle nous ne connoîtrions 
encore d’autre propriété que celle-ci ; que la per- 
pendiculaire PM abaissée d’un point quelconque 
M de cette courbe , sur la ligne AB . est moyenne 
proportionnelle entre les deux parties AP t 1 PB. 
Voyons comment l’Algèbre peut nous aider à 
trouver chacun des points de cette courbe , et ses 
différentes propriétés. 

Si je nomme a la ligne AB ; la partie AP, x; 
et la perpendiculaire P M, y; alors PB sera a — x; 
et puisque nous supposons PM moyenne pro- 
portionnelle entre AP et PB , nous aurons x :y 
Zl y Z a — x; et par conséquent , y y — ax — xx. 

Concevons maintenant que AB soit partagé 
en un certain nombre de parties égales, en ro 
par exemple ; et que par chaque point de division 
on élève des perpendiculaires pm , p m , pm, etc. 
il est visible que si , dans l’équation qu’on vient 
de trouver , l’on suppose x successivement égal 
à chacune des lignes Ap , Ap , etc. y deviendra 
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égal à chaque ligne correspondante pm , pm, etc. 
puisque l’équation y y = ax — xx exprime que 
y est toujours moyenne proportionnelle entre x 
et a — x , quel que soit d’ailleurs x, ce qui est 
la propriété que nous supposons à chaque per- 
pendiculaire pm. Donc on peut trouver succes- 
sivement chacun des points de cette courbe, en 
donnant successivement à x plusieurs valeurs , 
et calculant les valeurs correspondantes de y : en 
voici un exemple. 

Dans la supposition que nous venons de faire, que a 
est divisé en lo parties , ou qu’il est composé de 
lo parties , nous aurons a 10 , et par conséquent 
l'équation devient jj = iox — x x. Si donc nous 
supposons successivement x=I,x = S,x = 3 , < 

x — 4 , x . — S , x — 6 , x — 7 » x — 8 , x — g 1 
x — 10 ; on trouvera successivement y = \/ 9 ’ J — V 1 ^» 
y = V ** , T = V 84; y = y' 25 , y = V/ 84, 
y = ÿai,y = y'j 6 ,y=v'g,y = ÿoi ou 
bien 7>=3;^ = 4;7 = 4,5;/ = 4,9i Jf= 5 ; 
y — 4 > 9 y = 4 > 5 ; y = 4 ; ; = 3 ; y = o. 

Ainsi, si l’on porte ces valeurs de y successivement sur 
les perpendiculaires correspondantes aux valeurs l, 2,3, 
etc. de x, les points m, m , déterminés de cette manière 
appartiendront tous à une courbe qui aura cette pro- 
priété que chaque perpendiculaire pm sera moyenne 
proportionnelle entre les deux parties A p et p B de la 
droite AB , courbe que nous allons voir , dans un moment, 
être la circonférence même du cercle. 

Nous avons vu que toute racine paire avoit deux 
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valeurs , l’une positive , l'autre négative. Ainsi outre le» 
valeurs de y que nous venons de trouver, on a encore 
ces autres-ci, y = — 3 ; y — — 4 ; y — — 4,5; 

j — — 4,9;;= — 5; y = — 4.9: 7 = — 4 , 5 i 
; = — 4 1 y = — 3 ; y — O. 

Pour avoir les points de la courbe qu’annoncent 
ces nouvelles valeurs dey, il faut, conformément 
à ce que nous avons déjà dit plusieurs fois sur les 
quantités négatives , prolonger les perpendiculaires 
p m , p m , etc. pt porter à l’opposite , c’est-à-dire , 
de p en m' , les quantités pm , pm' , etc. égale» 
chacune à sa correspondante p m. 

Si l’on veut avoir un plus grand nombre de points 
de la courbe , il n’y a autre chose à faire qu'à supposer 
A B divisé en un pins grand nombre de parties , par 
exemple en 100; c'est-à-dire, supposer a — 100; ou 
bien en conservant à a la même valeur 10, que ci-dessus, 
supposer à x dés valeurs intermédiaires entre celles qu’on 
lui a données ci-dessus; on trouvera de même les valeurs 
intermédiaires dey, et par conséquent de nouveaux points 
de la courbe. 

La valeur y = o, qu’on a trouvée ci-dessus, 
fait voir que la courbe rencontre la ligne A B au 
point B ou x — a = 10, puisque la perpen- 
diculaire pm ayant alors pour valeur zéro , la dis- 
tance du point m à la droite AB est nulle. On 
peut voir, aussi avec facilité, quelle doit rencon- 
trer la ligne A B au point A : en effet , puisqu’aux 
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endroits où la courbe rencontre cette ligne, la 
valeur de y doit être o ; pour savoir quels sont 
ces endroits , il n’y a qu’à supposer que y est zéro 
dans l’équation yy = ax — xx ; ce qui la réduit 
ào=flx — xx ; or ax — xx étant = x X 
(a — x ) , ce produit est zéro , dans deux cas , 
lorsque x = o , et lorsque x — a. Donc récipro- 
quement y sera aussi zéro dans ces deux cas ; or x 
est évidemment = o au pçint A, et il est = a, 
au point B ; donc la courbe rencontre eu effet la 
ligne A B , aux points A et B. 

D’après cet exemple , on peut commencer à 
apercevoir comment une équation sert à déter- 
miner les différens points d'une courbe. Nous en 
verrons d autres exemples; mais auparavant expli- 
quons-nous sur certains mots dont nous ferons 
usage par la suite, 

220. Lorsqu’on veut exprimer, par une équa- 
tion, la nature d’une ligne courbe , on rapporte, 
ou I on conçoit qu’on rapporte chacun des points 
m , m , etc. à deux lignes fixes AB et OA 0 , qui 
font entr’elles un angle déterminé ( aigu, droit ou 
obtus); et en imaginant que de chaque point m 
on mène les lignes >np et mp' parallèles aux lignes 
0 AO et A B, il est évident qu’on connoîtra la 
situation de ce point, si l’on connoît les valeurs des 
lignes mp' ou Ap et pm , ou (ce qui revient au 
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même } si l’on connoît l’une de ces lignes , et son 
rapport avec l’autre. Or ce que l’on entend , lors- 
qu’on dit qu’une équation exprime la nature d’une 
ligne courbe , c’est que cette équation donne le 
rapport qu’il y a, pour chaque point m , entre la 
ligne A p et la ligne pm , en sorte que l’une étant 
connue , l’équation fait connoître l'autre ; et selon 
que ce rapport esf plus ou moins composé , la 
courbe est elle-même d’un ordre plus ou moins 
élevé. 

Les lignes Ap ou mp\ qui mesurent la distance 
de chaque point m à l’une 0 A 0 des deux lignes 
de comparaison , s’appellent les abscisses ; et les 
lignes mp ou p' A qui mesurent la distance à l’autre 
ligne A B de comparaison, s’appellent les ordon- 
nées; la ligne AB s’appelle l’axe des abscisses, et la 
ligne O AO s’appelle l’axe des ordonnées. Le point 
A d’où l’on commence à compter les abscisses , 
s’appelle Y origine des abscisses ; on appelle de même 
origine des ordonnées, celui d’où l’on commence à 
compter les ordonnées Ap' ou pm : dansla Jig. 27 , 
ces deux points sont un seul et même point, savoir 
le pointé ; rien n’assujettit à compter les abscisses 
depuis le même point d’où l’on compte les ordoi> 
nées; mais quand aucune circonstance ne déter- 
mine à faire autrement , il est toujours plus simple 
de les compter du même point. 

Les lignes Ap , pm , se nomment d’un nom 
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comraon , les coordonnées de la courbe ; et consi- 
dérées comme appartenant indifféremment à un 
point quelconque de la courbe, on les appelle des 
ïndèterminéts ; on donne le même nom aux lettres 
ou signes algébriques x et y par lesquelles on repré- 
sente ces lignes A p et p m. 

22t. Revenons maintenant à notre équation, 
et voyons comment on peut en tirer les propriétés 
de la courbe. 

i°. Du milieu C de A B, tirons, à un point 
quelconque M de la courbe, la droite CM; en 
quelqu’endroit que ce soit, le triangle MPC sera 
toujours rectangle , et l’on aura, par conséquent, 
(MP ) 1 + (PC ) 1 = {MC y, c’est-à-dire, 
( puisque PC = A C — A P = £ a — x), 
? y & — a x + xx— { M C y ; or 

puisque la droite MP, ou^, est par-tout moyenne 
proportionnelle entre A P et PB , on a, par-tout , 
y y = ax — xx; on aura donc aussi, par-tout, 
ax — xx -{- ^ a a — a* -f xx — (MC)*; 
c’est-à-dire, j a a = (MC)*, qui donne 
MC = j a ; chaque point M ou m , est donc 
également éloigné du point C ; la courbe est donc 
une circonférence de cercle. 

2°. D’un point quelconque M ou m de la 
courbe, menons aux deux extrémités A et B , les 
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droites MA et MB; les triangles rectangles M PA, 
MPB, nous donneront (AP ) 1 + (PM ) 1 — 
(AM) 1 , et (PM ) 1 + (PB ) 1 = (MB) 1 , ou en met- 
tant les valeurs algébriques, xx -f- y y — (AM) 1 , 
et a a — 2 a x -f x x -j- y y = (M B ) 1 ; 
donc en ajoutant ces deux équations , et mettant 
pour y y sa valeur ax — xx , on aura a a — 2 a x 
-+• 2 xx + 2 ax — 2 xx = (AM ) 1 + (MB) 1 } 
c’est-à-dire , ( A M ) 1 + (MB ) a = a a = (A B ) 1 ; 
propriété du triangle rectangle, et qui par consé- 
quent nous fait connoitre que l’angle AM B est 
toujours droit en quelqu’cndroit que soitle point 
M sur la courbe, (voyez Gèom. 65 ). 

3°. Si dans l’équation xx -f- y y — (AM) 1 ; 
on met pour yy, sa valeur ax — xx, on aura 
(AM ) 1 = ax, qui donne cette proportion 
a : A M :: A M : x , ou A B : A M :: A M : A P ; 
c’est-à-dire , que la corde A M est moyenne pro- 
portionnelle entre le diamètre AB et le segment 
ou l’abscisse A P ; ( voyez Gèom. 112). 

On trouveroit de même toutes les autres pro- 
priétés du cercle que nous avons démontrées en 
Géométrie, et cela en partant toujours de cette' 
supposition , que l’ordonnée PM ou p m est 
moyenne proportionnelle entre AP et PB, ou 
A p et p B. 

Nous avons compté les abscisses , depuis le 
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point A origine du diamètre , et nous avons eu 
l’équation y y = a x — x x. Si nous voulions 
compterles abscisses depuis le centre, c’est-à-clire , 
prendre pour abscisses les lignes CP, Cp, etc. alors 
représentant chacune de ces lignes par z , nous au- 
rions C P = AC — AP, c’est-à-dire, z = -j a — x, 
et par conséquent x = -j- a z. Mettant donc 
pourx, cette valeur dansl’équationj7 = ax — xx, 
on aura yy a a — z ) — ( j a — z )* , qui se 
réduit ky y — j a a — zz , c’cst-là l’équation du 
cercle en supposant les coordonnées perpendicu- 
laires , et leur origine au centre. 

Au reste , toute propriété qui appartiendra 
essentiellement à chaque point de la courbe, don- 
nera toujours, en la traduisant algébriquement , 
la même équation pour la courbe; du moins tant 
qu’on prendra les mêmes abscisses et les mêmes 
ordonnées; mais quand on changera l’origine, ou 
la direction des coordonnées , ou toutes les deux, 
on pourra avoir une équation différente ; mais elle 
sera toujours du même degré. Nous venons de 
voir la vérité de la dernière partie de cette pro- 
position, dans le changement que nous venons 
de faire pour les abscisses ; au lieu de l’équation 
y y = ax — x x , nous avons eu y y = ~a a — zz , 
qui étant déduite de la première , a pour base la 
même propriété ; mais si nous partions de cette 
autre propriété , que chaque distance M C est 
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toujours la même , et = £ a ; alors nommant 
C P , z ; et jP M , y ; nous aurions , à cause du 
triangle rectangle MPC,)’ y + z z = j a a, 
qui donne y y = j a a — zz; équation qui 
est la même que tout-à-l’heure, quoique déduite 
d’une propriété différente. 

De l'Ellipse. 

222. Proposons-nous maintenant d’examiner 
quelle seroit la courbe qui auroit cette autre pro- 
priété , que la somme des deux distances MF+Mf 
(Jig. 28) de chacun de ses points à deux points 
fixes F et f, seroit toujours égale à une ligne 
donnée a. 

Pour trouver les propriétés decette courbe qu’on 
appelle une Ellipse , il faut chercher une équation 
qui exprime quelle relation il y a, en vertu de 
cette propriété connue , entre les perpendiculaires 
PM menées de chaque point M sur une ligne 
déterminée tel que Ff, par exemple, et leurs 
distances F P ou AP à quelque point F ou if 
pris arbitrairement. 

Dans cette vue , je prends pour origine des 
abscisses le point A, déterminé en prenant depuis » 
le milieu C de Ff , la ligne C A = \ a; et 
ayant fait CB — CA, je nomme AP, x ; 

PM, 
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P M , y ; la ligne A F qui est censée connue , c ; 
et la ligne FM, z; alors F P = AP — AF 

— (* ) * — c 'i MJ = FMf — FM = a — z, 
et JP = PB — Bf = AB — AP — Bf 

— a — x — c. 

Cela posé, les triangles rectangles FPM, fP M, 
donnent ( F M )* = ( P M ) a + (F P) % , et 
( MfY — {PM Y + (/ F Y . ou n = 
y y + x x — 2 c x + ce, et a a — 2 a z + zz = 
y y a a — 2 ax -f- xx — 2 oc -f 2 ex ce.' 

Retranchant la seconde de ces deux dernières 
équations , de la première , et effaçant a a qui se 
trouvera de part et d’autre, j’ai 2 a z = 2 ax + 

a r-f-ûc — aex 

2 ac — 4 ex, et par conséquent z = ; 

mettant donc pour z , cette valeur dans l’équation 
n ~-y y -r xx — 2 ex -f ce, j’aurai 

a a XX -+■ laacx -f aacc — 4ai’i J — 4ac a i-f- Accx x 

a a 

y y J- x x — 2cx+cc,ou chassant le déno- 
minateur, transposant et réduisant, a ayy — 
4 aaex — 4 accx — 4 «ex* + 4ecx*, ou 

a ayy = ( 4 a c — 4 CC ) ax ( 4 e c — 4 a c ) **» 
ou, parce que 4 ce — 4 a c est la même chose 

(*) Si le point M avoitété pris 
de manière que la perpendicu- 
laire M P tombât entre AttF, 
alors F P seroit c — x; mais 
cela n’apporteroit aucun chan- 
gement à l’équation finale, 

Algèbre. 


parce que dans la formation do 
cette équation, on n’emploie 
que le quarré de F P , qui est 
toujours x x — a c x 4 -ce, soit 
qu’il vienne de * — c, soit 
qu’il vienn* de c— x, 

T 
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que — (4 ac — 4cc),ona aayy — (4 ac — 4 c c) 
a x — (4ac — 4 c c) x* , ou enfin aayy = 
(4 ac — 4 c c) (a x — x*); d’où l’on tire 


y y 


4 a c — 4 ce 

aa 


( a x — x x ). 


Telle est l’équation de la courbe dont chaque 
point a la propriété que nous avons supposée. 


2s3. Cette équation peut servir à décrire la courbe par 
points , en donnant successivement à x plusieurs valeurs, 
comme nous l’avons fait ci-dessus à l’occasion du cercle , 
et calculant en même temps les valeurs de j. Comme le 
procédé est absolument le même, nous n’en ferons point 
le calcul. ^ 

224. On peut encore décrire l’ellipse par points, en 
cette manière; après avoir fait C B == C A = |a, on 
prend un intervalle quelconque Br, et l'on décrit au- 
dessus et au-dessous de A B, du point f comme centre 
et du rayon Br, un arc que l’on coupe en M et M' par 
un arc décrit du point F comme centre et du rayon A r. 
Tous les points M et M' trouvés de cette manière, sont 
à l’ellipse. 

225 . La propriété fondamentale d’après laquelle noua 
venons de trouver l’équation , donne elle - même un 
moyen fort simple de déciire cette courbe par un mouve- 
ment continu. Eneflet, ayant choisi les deux points F elf 
tels qu’on les veut , on placera deux pointes ou piquets , 
aux deux points F et f, et y ayant fixé les deux extré- 
mités d’un fil plus grand que la distance FJ, si l’on tend 
ce fil par le moyen d’un style Af que l’on fera marcher 
en tenant toujours ce fil tendu, ce style AI tracera la 
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courbe en question, puisque la somme des deux distances 
du style aux deux points F et f sera toujours égale à la 
longueur totale du fil. 

2*6. De-là il est aisé de voir, puisque FMf a 
été pris égale à AB , que la courbe passera par les 
deux points A et B. Car puisque Cf = CF, 
on aura A F — B f, et par conséquent A F + 

Af = Af + Bf = a, et B F + Bf = 

B F ■ +■ A F — a. C’est ce que l’équation fait 
voir aussi ; car pour savoir ou la courbe rencontre 
la droite F f prolongée , il faut faire y = o ; or cette 

i 4a c — Ace . , 

supposition donne — . ( a x — x*j =0* 

et comme $ 11 . — iîî ne peut être zéro, il faut , 

C <X 4 

pour que cette équation ait lieu, que a x — xx 
ouxX (a — x ) = o , ce qui a lieu dans deux 
cas; savoir, lorsque x — o, c’est-à-dire, au 

point A; et lorsque x — a , c’est-à-dire, au 

point B. 

227. L’équation fait voir aussi que la courbe 
s’étend au-dessous comme au-dessus de la ligne 
AB, et qu’elle est absolument la même de part et 
d'autre de l’a xeAB. En effet, cette équation donne 

y = ± v/ Q 4 - g --f^— • («-**)], qui 

fait voir que pour chaque valeur de x ou de A P 
il y a deux valeurs de y ou de P M parfaitement 

T 2 
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égales , mais qui étant de signes contraires, doivent 
être portées de côtés opposés. 

Il est encore évident que si sur le milieu C 
de A B on élève la perpendiculaire DD' , la courbe 
sera partagée en deux parties parfaitement égales 
et semblables : c’est une suite immédiate de la 
description ; c’est aussi une suite de l’équation ; 
mais on l'en conclura plus aisément, quand nous 
aurons fait , sxir cette équation , les autres re- 
marques qui nous restent à faire. 


228. La ligne AB s’appelle le grand axe de 
l’ellipse , et la ligne D D' le petit axe. Les deux 
points F et f s’appellent les foyers. Les points 
A, B , D , D' , sont les sommets des axes; et le 
point C le centre. 


229. Si l’on veut avoir la valeur de l’ordonnée 
Fm" qui passe par le foyer , il faut supposer 
AP ou x = A F = c ; alors on aura 

y y = « tt - x ( * c — « c ) = 

A .(a c — ce)* . , , . , 

— ; donc , tirant la racine quarree , 

y = ± 1 ; donc mm— -2-1 - 

a a 

cette ligne mm est ce qu’on appelle le paramètre 
de l’ellipse. Le paramètre est donc moindre que le 
quadruple de la distance c du sommet au foyer f 
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puisque sa valeur ^ ’ ^ ar ~ CC? ■ qtû est la même 

chose que 4 c — est évidemment moindre 

que 4 c. 

Si l’on nomme p cette valeur du paramétre, 
on aura p = ' CC - > et par conséquent', 

p A ac — 4 ce * , , 

— = — - — — ; on pourra donc changer 

l’équation à l’ellipse , en cette autre y y = ~ 
. (a x — x x) qui est plus simple. 

23 o. Si l’on veut savoir quelle est la valeur 
de la ligne CD, il n’y a qu’à supposer dans 

1 équation y y = — .. ( a x — x x ) ; 

que A P ou x est A C ou 7 a ; on aura 
y y — — ( 7 a a — j a a ) , qui se réduit 

à. y y = ac — cc; c’est-à-dire, que [CD Y = 
ac — cc — c . (a — c) ~ A F x B F ; d’ou 
l’on tire AF : CD :: CD : B F. On voit donc 
que CD ou le demi-petit axe, est une moyenne pro~ 
porUonnelle entre les deux distances d'un même foyer 
aux deux sommets A et B. 

Comme la ligne DD' est une des lignes les 
plus remarquables de l’ellipse, on l’introduit dans 
l’équation de préférence à la ligne AF ou c. Pour 
nous conformer à cet usage , nous nommerons 6 
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cette ligne DD'; nous aurons donc CD = — , 

et puisque nous venons de trouver (CD)* — 

bb 

ac — cc , nous aurons — = a c — c c , ou 
b b — 4 ac — 4 cc; l’équation à l’ellipse pourra 
donc être changée en y y — . (ax — x x ). 

Puisque nous avons p = > ou 

p a = 4 ac — 4 cc , et b b = 40c — 4 c c ; 
de ces deux équations nous conclurons ^ a = bb, 
et par conséquent, en réduisant cette équation eu 
proportion a ; b y. b : p ; le paramètre est donc 
une troisième proportionnelle au grand axe et au 
petit axe . 


a 3 i . Si dans l’éqnation y y = . (ax — rr), 

on chasse le dénominateur, on aura aayy — 
b b (ax — xx), et par conséquent y y : a x — x x 
b b : a a; faisant donc attention que a x — xx 
est la même chose que x X ( a ■ — ■ x ) , et 
mettant, au lieu des quantités algébriques, les 
lignes de la figure qu’elles représente , on aura 
(PM)* : AP x PB :: (DD')* : (AB)*; 
c’est-à-dire, que le quatre d'une ordonnée quel - 
conque au grand axe de l'ellipse , est au produit 
des deux abscisses AP (/PB, comme le quarrè 
du petit axe est au quarrè du grand. Et puisque 
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cette propriété a lieu pour tous les points de l’el- 
lipse , il s’ensuit que les quarrés des ordonnées sont 
entr' eux comme les produits des abscisses correspon- 
dantes. 

23 s. L’équation y y — . [a x — xx ) 

ne diffère ( 221 ) de celle du cercle qui seroit dé- 
crit sur A B comme diamètre {Jig. 29) , qu’en ce 

que la quantité ax — xx, est multipliée par 

c’est-à-dire, par le rapport du quarré du petit axe 
au quarré du grand; en sorte que si l’on nomme z 
une ordonnée quelconque P TV du cercle , on aura 
z z = a x — xx ; mettant donc pour a x — x x , 
cette valeur zz dans l’équation à l’ellipse , on aura 

y y — zz, et tirant la racine quarree , 
; = i- i ou æ; = h qui donne y ; z :: b ; a , 

ou PM : PN :: D D' : AB, ou :: CD : AC 
ou CE; on voit donc que les ordonnées d r ellipse 
ne sont autre chose que les ordonnées du cercle 
décrit sur le grand axe , diminuées proportionnel- 
lement , c'est-à-dire , dans le rapport du grand axe 
au petit axe. 

De-là il est aisé de décrire une ellipse par le moyen 
da cercle. On voit en même-temps que le cercle est une 
ellipse dont les deux axes a et b sont égaux, ou dont la 
distance du sommet au foyer est égale au demi-grand axe, 
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ou encore dont le paramètre est égal au diamètre. Car en 
supposant dans les équations ci-dessus, b = a, ou c 
— ; a, ou ÿ = a, on a y y = ax — xx équation au 
cercle. 

s33. Par les équations que nous avons trouvées jus- 
qu’ici, il paroît donc qu’il n’en est pas de l’ellipse comme 
du cercle : une seule ligne détermine celui - ci , c’est son 
diamètre ; au lieu que le grand axe A B ( Jig . 28) ne suffit 
pas pour déterminer l’ellipse ; il faut encore connoitre 
ou le petit axe b ou son paramètre p, ou la distauce c 
du sommet au foyer. Quand on connoil le grand axe et 
la distance c , l'ellipse est facile à décrire , comme on 1 a 
vu ci-dessus. Mais si l’on donnoit le grand axe et le 
petit axe , il faudroit, pour décrire l’ellipse par un mou- 
vement continu, déterminer les foyers; c’est nne chose 
facile, en prenant le demi - grand axe pour rayon , et 
traçant de l’extrémité D ( Jig * 28 ) du petit axe , comme 
centre , deux petits arcs qui coupent le grand axe aux 
deux points F et J qui seront les foyers; car la somme 
des deux distances FD - f- Df devant être égale à a , il 
faut , lorsque ces deux lignes sont égales, que chacune soit 
«gale à j a. 

Si l’on donnoit le grand axe et le paramètre, on deter- 
mineroitle petit axe en prenant une moyenne proportion- 
nelle entre ces deux lignes ; c’est ce qu’enseigne la pro- 
portion a ; b CC b J p , trouvée ci-dessus ( 23o ). 

Le petit axe étant trouvé , on acheveroit , comme il 
vient d'être dit. 

234. Si pour quelque point M que ce soit de 
F ellipse ( fig. 28 ) on prolonge la ligne fM tirée 
d'un des foyers , jusqu'à ce que son prolongement M G 
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soit égal à T autre distance MF; et qu'ayant tiré G F, 
on lui mène du point M la perpendiculaire MOT , 
cette dernière sera tangente à £ ellipse. 

En effet, à cause des lignes égales MF et M G, 
la ligne M T est perpendiculaire sur le milieu 
de G F. Donc si de tel autre point N que ce 
soit, de cette ligne, on mène les deux droites 
N G et JVF, elles seront égales. Supposons donc 
que M T* pût rencontrer l’ellipse en quelqu’autre 
point N; alors en tirant NJ, il faudrait que 
F N -f- NJ pût être égal à MF + Mf, ou à 
GM + Mf, c’est-à-dire à G f ; mais G / est plus 
petit que GN + NJ ; et par conséquent plus 
petit que F N + NJ; donc le point N est hors 
de l’ellipse. 

235. Les angles F MO , O MG sont égaux, 
d’après la construction qu’on vient de donner ; 
or OMG est égal à son opposé JM N; donc 
F MO est égal à/MJV. Donc les deux lignes qui 
vont d'un même point de F ellipse aux deux foyers , 
font des angles égaux avec la tangente. 

L’expérience apprend qu’un rayon de lumière qui tombe 
mr une surface , se réfléchit en faisant l'angle de réflexion 
égal à l’angle d’incidence ; donc si F est un point lumi- 
neux , tous les rayons qui partis du point F , tomberont 
sur la concavité MA M‘ , iront se rassembler en J, et réci- 
proquement. 
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Si du point M , on élève sur M T la perpendi- 
culaire Ml (qui sera en même temps perpendi- 
culaire à la courbe), cette ligne divisera l’angle 
F MJ en deux parties égales; car si des angles 
droits IMF et IMN on retranche les angles 
égaux F M T et f MN , les angles restans FMI 
et I M J seront égaux. 

236 . De-là on peut calculer la valeur de la 
distance PI depuis l’ordonnée jusqu’à l’endroit où 
la perpendiculaire MI rencontre l’axe. Cette ligne 
P I s’appelle Sou - normale , et la ligne M I , 
Normale. 

Pour calculer P I, nous allons d’abord calculer 
FI. Puisque l’angle FMJ est divisé en deux 
parties égales, on a M J : MF fl ; FI 
( Gèom. 104); et par conséquent ( Géom. 98) 
MJ + MF : MJ — MF:: fl+FI : JI 

— FI. Or MJ + M F — a; et en nommant 
MF, 1, comme ci-dessus (222), MJ —a 

— z , et par conséquent MJ — M F = a 

— 2 1 ; d’ailleurs fl+FI = FJ = A B 

— 2 A F = a — 2 c , et J I — F I = F J — 2 FI 

— a — 2 c — 2 FI; donc a : a — 2 z :: a — 2 c 
: a — 2 c — 2 F I\ donc a a — 2 a c — 2 a X FI 

— a a — 2 ac — 2 + 4 a; d’où l’on tire FI — 

~a° “ 1 on cn mcttant pour z, sa valeur 
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O -f * 4 “ O C — 2 C X t f » y* Y 

- trouvée (222), on a r I = 

a a c — 2 <icf + ûflx — 4 acx+/\ccx 

— — ; mais 

a a 

FI— FP + PI — A P — - AF + PI = 
x — c + PI; donc PI = F I — x + c 

x 


iac — 2 acc -f a a x — l\a c x -f- 4 CCX 


+ ^ — 


2 a a c — 2 a c c — /\ a c x -f- 4 € c x 


2 a ,( a c — c <? ) — 4 x .(a c — ce) 


ia — 4 * 


X (ac — cf), ou en mettant pour ac — ce 
sa valeur-^- ( 23 o); on a enfin P I — bb — — — 

4 ' ' ’ \ 2 a a> 


ou PI = 


bb 


(t « — *)• 


237. De-là il est aisé d’avoir la valeur de la 
. distance P T depuis l’ordonnée jusqu’à la rencontre 
de la tangente , ce qu’on appelle la soutangentc. 
Car le triangle IN T étant rectangle, et P M une 
perpendiculaire abaissée de l'angle droit , on a 
(Géant. 112) PI : PM :: PM : PT; c’est- 

à-dire , x (t^ — * ) : y :: y : P T; 

donc PT = — ; ■ . a a y- r , ou ( en mettant 

pour y y , la- valeur (a x — x x ) ^ > P T = 

( a x — * x ) 
ï <* — 1 

Les expressions algébriques des deux lignes PI et PT 
peuvent servir à mtner une perpendiculaire et une taa- 
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gente à l’ellipse, en quelque point Ai que ce soit. Car 
lorsque le point M est donné , en abaissant U perpendicu- 
laire AI P, on a la valeur de AP , x. Et comme on est sup- 
posé connoitre a et b , on connoit donc tout ce qui entre 
dans la valeur de P 7 et daus celle de PT. 


238. De l'expression de PT, on peut conclure qne si 
l’on mène une tangente au cercle décrit sur le grand 
axe AB ( Jîg . 29 ) au point N où ce cercle est rencontré 
par l'ordonnée PM à l’ellipse , les tangentes NT et M T 
aboutiront au même point T sur l'axe. Car puisque le 
second axe b n’entre point dans l’expression de PT, 
cette ligne PT sera donc toujours la même tant que a sera 
le même et x le même. Ainsi toutes les tangentes aux 
points correspondans de toutes les ellipses décrites sur AB 
comme grand axe , se rencontrent au même point T. 


23g. Si à PT (Jig. 28 ) , on ajoute CP qui 
est 4 a — x, on aura CT — — : -f- 

a ’ * la — x 

4 a — x , qui , en réduisant tout en frac- 
tion , se réduit à , ’ " “ — ; c’est-à-dire, que 

y a — x 

( si CY • 

CT = - > d’ou 1 on tire cette proportion 

CP : AC :: AC : CT. 


240. Si l’on vent avoir l’expression de TM, 
cela sera facile , parle moyen du triangle rectangle 
T P M qui donne ( TM )* = (T P)* + (. PM )* = 

+ JlL. . {ax — xx) = 

r bb 

ax — xx 4- 

L_ a a 


. . v . "H a r •— x T 

( T «-x)*]x (ia _ xi r 


I 
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241. Si de quelque point M que ce soit de 
l'ellipse , on mène sur le petit axe D D ' la perpen- 
diculaire ou l'ordonnée MP ' , et qu’on nomme 
DP', x ; MP', y ; on aura D P' = C D — 
C P' = CD — PM , c’est-à-dire, x' ~^b — y , 
et par conséquent y = ~ b — x'. On aura de 
même M P' = C P ~ C A — AP; c’est-à-dire , 
y' — -j a — x, et par conséquent x = ~ a — y . 
Si l’on substitue ces valeurs de x et de; , dans 

l’équation y y — (ax — xx), ou aayy = 

b b { a x — x x ) , on aura j aab b — aab x 
-f- aax'x' = \aabb — a b b y' — j aab b 
4- a b b y’ — b b y' y ' , qui se réduit à b b y' y' = 

aabx — a ax x ; d ou Ion tire y y — r— 

b b 

( ax' — x' x'), équation semblable à celle qu’on 
a eue pour le grandaxe, et dont on tirera par con- 
séquent des conclusions semblables, savoir que 
le quarré d'une ordonnée P' M au petit axe, est 
au produit des deux abscisses DP' X P' D', comme 
le quarré du grand axe , est au quarré du petit; en 
effet, on tire de cette équation , y' y' : a x — x x' 
a a : b b ; or a x — x' x est x ( a — x' ) 
on Z) P' X P' D'. On en conclura aussi que les 
quarrés des ordonnées au petit axe , sont enti'eux 
comme les produits des abscisses correspondantes ; 
et que Cellipse peut être décrite par le moyen du 
■cercle décrit sur son petit axe , en alongcant la 
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ordonnées de ce cercle dans le rapport du petit axe 
au grand. 

242. Par ce qui précède, on voit donc que 
les propriétés à l’égard du second axe , sont sem- 
blables à celles qu’on a trouvées à l’égard du pre- 
mier , du moins en ce qui ne dépend point des 
foyers. Si l’on vent avoir snr le second axe les 
lignes analogues à celles que nous venons de cal- 
culer sur le premier axe , c’est-à-dire ,P' I' , P' T’, 
C T", et M T' ( Jig . 28 ), on les trouvera aisément 
par le moyen de leurs correspondantes qu’on vient 
d’avoir, et des triangles semblables qu’il est aisé 
de reconnoître dans la figure. Si on exprime ces 
lignes par le moyen des abscisses DP' ou x , on 
trouvera leurs expressions toutes semblables à 
celles qu’on a eues en x , pour les lignes analogues 
sur le premier axe. 

On donne aussi un paramètre au second axe; 
mais ce qu’on entend alors par cette ligne , ce 
n'est pas une ligne qui passe par le foyer de ce 
second axe (car il n’a point de foyer); mais une 
troisième proportionnelle à ce second axe et au 
premier. 

243. Jusqu’ici nous n’avons compté les abs- 
cisses que depuis le sommet; si nous voulions 
les compter depuis le centre C , alors nommant 
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l'abscisse CP,z, nous aurions A P ou x— ^ a — z; 
substituant cette valeur de * , dans l’équation 
y y = (ax — «), et dans les valeurs de 

PI, PT, Cl , et [TM)\ on aura yy = — , 

' ' a <x 


i±aa-z t );PI 


Lbz 
a a 


; PT 



CT=lïL;{TMy = (iaa-zz+ J£.) 

~ a a — z z 
z a 


244. Si d'un point quelconque M de l’ellipse 
{/ig. 3 o) , on mène au milieu C de l’axe AB, 
c’est-à-dire, au centre, une droite M C M' termi- 
née de l’autre part à l’ellipse , on appelle cette 
droite un diamètre. Et si par le sommet M, on 
mène la tangente M T , et par le centre C le 
diamètre N N' parallèle z MT, celui-ci s’appellera 
diamètre conjugué du premier. Une ligne m O 
menée d’un point m de l’ellipse parallèlement à 
M T, et terminée au diamètre M M' , s’appelle 
une ordonnée à ce diamètre , et MO s’appelle 
Y abscisse. Le paramètre du diamètre M M' est une 
troisième proportionnelle à M M‘ et JVOV". 

245. Nous allons faire voir maintenant , que 
les ordonnées mû, à un diamètre quelconque, 
ont des propriétés semblables à celles des ordon- 
nées aux axes. 


> 


s 
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Pour cet effet, j’abaisse des points m et O , les 
• ' , 
perpendiculaires mp , 0£>,, sur l’axe AB; et je 

mène la ligne m S parallèle au même axe. Je 

nomme AB, a; P M , y ; C P , z ; QJ , g; 

CQ_, k; j'aurai AP = -j a — z,PB = ±a + z; 

Ap = CA — Cp = CA — C Q_ — (ip = 

la — k — g; pB = CB + Cp = i a + k 

+ S* 

Les triangles semblables TPM, mSO, donnent 
TP : PM :: mS ou pQ^ : S O ; c’est-à-dire, 

■ * aa : y :: g : so = ■ . ■ ezy Les 

triangles semblables CMP, COQ~, donnent C P 
: PM :: C( ^ : £>,0; c’est-à-dire, z : y :: k : Q_0 
— -Ajl ; donc m p = Q^S — Q_0 — 50 = 

A . Ï . Ï . — Or puisque le point m est 

un point de l’ellipse, il faut (23 i ) que (/> m ) a 
; (PM) 1 :: APxpB’.APx PB ; c’est-à- 
dire, : ?y‘ : (t *—k-g) x 

(ï« + * + g) : (î«-t) (t s + *). ou 

AAjrr ‘ i s hz yy . es zz yy . ,,, 

zz î (Jan - ss) (iflû — ss)‘ ■ 

:: y aa — kk — tkg — g g : j aa — zz, ou, 
en multipliant les extrêmes et les moyens , et 
faisant attention aux quantités qui se trouveront 
multipliées et divisées en même temps par 
j aa — z z , et à celles qui le seront aussi par z , 

on 
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on aura ■ 


à A 


3o5 

Çl(}««-ï:)-îgÂ;;+ f Ïa'-L' 

— j aayy — k kyy — 2 gkyy — ggyy , ou , 
en développant le terme (jas — z z ) 


et supprimant — kkyy et — 2 g kyy qu’on 
aura alors de part et d’autre; divisant de plus par 

l a ah k , £S z z 

y y, onaura + -j g °_- - =ï«a — gg» 

équation qninous est nécessaire pour notreobjet; 
mais , avant de l’y employer, tirons-en une con- 
noissance dont nous avons besoin, 

5i l’on suppose que le point 0 , qu’ici nous 
avons supposé quelconque , soit le point C, c’est- 
à-dire , que la ligne mO passe par le centre , 
ou devienne C N , alors C ou A devient zéro , 
et la ligne QJ> ou g, devient CR. Or si dans 
l’équation qu’on vient de trouver, on fait k~o , 
on aura , après avoir chassé le dénominateur , 
transposé , réduit et divisé par jaa, g g — jaa 
— zz; c’est-à-dire, (CJR)* = jaa — zz = 
O — *) (ï« + t) = AP X PB. 

Après cette remarque , revenons à notre objet, 
et nommons C M , ± a ; C N,~ b' ; m Oy'; CO ,z . 
Les triangles semblables CPM, C (£0 , donnent 
CM : CO :: CP : C Q_, ou : z :: z : k 
= -4^7— Les triangles C N R, mSO , semblables 

la ° 

> 

à cause des côtés parallèles, donnent mO : mS 

:: CN : CR , ou y' : g :: + b' : CR = y4 ; 
Algèbre. V 
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donc [CR) 
que (CR)* 


a _ S 88 


VU 


y y 


; mais on vient de voir 


{a a — zz ; donc 


\S 8 b ’ b ' __ 

y y 


i « > ii y y (iaa — zi) 

{aa — zz ; d ou ion tire g g = •' - ■ -• 


il,' b' 

a akk , gg zz 
zz 


_ * 11' • raunn a£,S 

Reprenons maintenant 1 équation 1- 

j aa — g g et substituons-y pour g g et kk 
les valeurs que nous venons de trouver ; nous 

y y zz\\aa — zz) 


io b aa — si) 


aurons ja a . -, 1- 

4 - a a z z 

-au — + -- y . , ou , en réduisant 

4 ^ U b ^ O O 


et divisant ensuite par {aa î — 

ou, chassant les dénominateurs j a' a! et j b' b' , 
on a b zz = a a b b — j a a y y , et 

r t r b h . | / / t r \ ii « n 

enfin y y = (^a a • — * * ) ; a ou Ion 

tire y y' : \a! a — z'z :: b' b' : a' a' ; c’est-à- 
dire, (mOY : Mû X O AT :: (JVN'y: 

Ainsi l’équation par rapport à deux diamètres 
conjugués quelconques , est semblable à celle 
qu’on a eue à l’égard des deux axes. 


246. Si l’on fait y' = o , on trouve \a a — 
z't' = o , et par conséquent z' — La 

courbe rencontre donc la ligne MM' en deux 
points M et M' également éloignés du centre C ; 
ainsi tous les diamètres de V ellipse se coupent en 
deux parties égales au centre. 
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247. L équation y y = ( 4 a a — z z ) 


donnant / = ± A- /(jfl'a' — z'z' ) ,-fait voir 

que si l’on prolonge m O de manière que Om'-Om, 
le point m appartiendra à la courbe ; donc chaque 
diamètre de l'ellipse coupe en deux parties égales 
les parallèles à la tangente qui passe par son ori- 
gine M. 


248. De - là on peut conclure , i°. que la 
tangente à l’extrémité N du diamètre NN’ , est 
parallèle au diamètre M M' . 2 0 . De ce que 

y = ± — .- 4/ ( j a' a' — z' z' ) , on peut con- 
clure que les ordonnées Om au diamètre MM' , 
sont celles du cercle qui auroit MM' pour dia- 
mètre , mais diminuées ou augmentées dans le 
rapport de a' à b' , et inclinées sous un angle 
égal à celui des diamètres conjugués. Si a — b' , 
ces ordonnées sont précisément égales à celles 
de. ce même cercle. Enfin si l’on veut savoir à 
quel endroit de l’ellipse les deux diamètres con- 
jugués peuvent être égaux , il n’y a qu’à cher- 
cher à quel endroit on a CP — CR ou ( CP)* = 
(CR)* ; c’est-à-dire , zz = ± aa — zz ; or cette 
équation donne z — '\/(|««) = T«'v/i. que 
l’on construira ainsi ; ayant décrit sur le grand 
axe AB comme diamètre (Jig. 29 ) le demi- 
çerclc ANE B coupc en E par le petit axe CP, 

V 2 
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on divisera l’arc A E en deux parties égales en jV", 
et ayant abaissé N" P qui coupe l’ellipse en M“ et 
M' , CM" et CM' seront les deux demi-diamètres 
conjugués, égaux. Car si l’on nomme CP, z, 
comme le triangle CPN" est rectangle et isocèle , 
à cause de l’angle A C N" de 45 degrés , on aura 
zz + zz = ( CJV“)‘ — j a a ; donc zz = ± a a , 
« * = V"t- 


249 . Si du centre C ( Jig . 3o ) on mène la 
perpendiculaire C F sur la tangente T M , les 
triangles semblables TPM, T CF donneront 

TM : PM :: CT : CF; d’où CF = 
Pareillement les triangles TPM et CNR, sem- 
blables à cause des côtés parallèles , donneront 

TM : PT :: C\ : CR ; donc CJV = -~/ T c * ; 

et par conséquent , on aura CN X CF — 

PM x C T x T M x CR PMxCTxCR 

TM x PT PT ’ OU , 

. ^ /--m. ( PM)*x(.CT)*x(CR ) 4 

en quarrant , ( CJV) 1 X ( CF)* = ■— (??]> — 

or nous avons vu ci-dessus que y y ou (PM ) 4 = 


PMx CT 
TM 


il 


(iaa-zz) ; ( C T) 1 = 


c «4 


, (PTy 


= ; et {CRy = ±a a -zz (245). 

Substituant ces quantités , on aura , après les 
réductions faites , ( C jV ) 4 X ( C F ) 4 — -^aabb, 
ét par conséquent C;V x CF = {ab \ or en 
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menant la tangente NT" qui rencontre TM en I r 
C N X CF exprime la surface du parallélogramme 
C M IN , etjaiou^aX'J exprime celle du 
rectangle formé sur les deux demi-axes ; donc 
les parallélogrammes formés par les tangentes aux 
extrémités des diamètres conjugués , sont égaux entre 
eux et au rectangle formé sur les deux axes. 


a5o. Les mêmes triangles semblables TPM 
et C R N donnent PT : P M :: CR : R N; donc 

CR X PM 


RN- 

( 3 “- : 


P T 

Z] ±L 

ma 


[ f ou ( M)^i^i:= 


(5 aa — ::)xn 


h b Z Z 


(iaa — uj> 


mais 


les triangles rectangles CRN et CPM donnent 
( CRy + {RN)* — {CNyct [cpy + {PMy 
= ( CI) 1 - t donc ( CRy + {RNy + (CP y 
+ ( PMy = ( CNy + ( CM y ; substituant 
dans le premier membre , au lieu des lignes qui 
y entrent, leurs valeurs algébriques , on aura , 
toute réduction faite , jaa+jbb = (CNy + 
( CM)‘ ; donc la somme des quarrès de deux dia- 
mètres conjugués quelconques de P ellipse , est égale 
à la somme des quarrès des deux demi-axes. 


a5i. Si dans ( C N )* = ( CR y + ( R. Y)' , 
on substitue pour CR et RN leurs valeurs , or 

aura { CNy — jaa — t * + -■ ^ - ; or nous 

V 3 
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avons trouvé ci-dessus ( TM )* = 
b b ^ ^ \ aa — zï 
a c 


( J aa ~ 


zi + 


; par con- 


\aa — s; _ 


séquent (T'M) î = ( CN)' X — — 77 — - ; mats 

les triangles semblables TPM , M P' T' donnent, 
en quarrant, [PTy : (TM)* :: (FM)* : [MT')' 5 
r t aa-zz)* 


ou 


: (cwy x 


Z l 


(M T'y ; donc [M T'y = i Jonc 

(rjw)* x (ir') s = [cwy ou tm x Mf 

= ( Ç JT)* ; mais si l’on nomme p' le paiamètre 
du diamètre MM' , on aura 2 CM : 2 C JV :: 
2 C N : p' { 244) ; et par conséquent 2 p' X CM 
= 4 (CA f )‘ ou [CK)* = {p' X CM ; donc 
TM x MT' = \p' x CM ; et par conséquent 
CM : rM :: MT' : 4/. 

Si, sur TT' comme diamètre [Jig. 3 i ) , on 
décrit un demi - cercle , il passera par le point C , 
puisque l’angle T CT' est droit; or si l’on pro-> 
longe C M jusqu'à ce qu’il rencontre la circon- 
férence en V, on aura, par la nature du cercle 
( Gcom. 120 ) CM : TM M T' ; M V; donc 
M V = \p‘ . 


25 a. De-lâ on peut tirer une méthode simple pour avoir 
les axes d’une ellipse , et par conséquent pour la décrire , 
lorsqu’on ne connoît que deux diamètres conjugués M M' et 
j ATpf , et l’angle qu’ils font entr’eux. 

On prolongera CM d’une quantité M V égale à 


soit 


df. Mathématiques. 3i 1 

demi-paramètre ; et du milieu X de CI' on élèvera une 
perpendiculaire XZ, qui rencontre en Z la ligne indéfinie 
TT' menée par le point M, parallèlement à JTN'. Du 
point Z comme centre , et de la distance ZC comme 
rayon , on décrira en cercle qui rencontrera TT' en deux 
points T et T' par lesquels et le point C tirant T C et 
T’ C , ce seront les directions des deux axes. On déter- 
minera ensuite la grandeur de ces axes , en ab.-issant les 
perpendiculaires AI P et MP' , et prenant CA égal à la 
moyenne proportionnelle entre CT et C P ; et CD égal 
à la moyenne proportionnelle entre CT' et CP'; car ou 
a vu ci-dessus (23g) que CP ; CA ;; CA ’ CT; e t il 
est aisé de prouver ( par le moyen des triangles semblables 
T P M et T C T' , et des valeurs connues de T P , PM et 

CT), que CT' — ■ ^ > c’est-à-dire, que CP' l 

cd :: cd : cr\ 

De V Hyperbole. 


253. Considérons maintenant la courbe ( Jtg . 32) 
qui auroit , en chacun de ses points M , cette 
propriété , que la différence Mf — MF des dis- 
tances Mf et MF à deux points fixes / et jF, 
fût toujours la même , et égale à une ligne 
donnée a. 

Nous allons chercher , comme nous l’avons- 
fait pour l’ellipse , une équation qui exprime 
la relation entre les perpendiculaires PM menées 
sur là ligne Ff , et leurs distances F P ou AP 
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à quelque point fixe F on if, pris arbitraire- 
ment sur la ligne Ff. 

Je prends donc , pour origine des abscisses , 
le point A , déterminé en prenant depuis le 
milieu C de Ff , la ligne CA = \ a , et je fais 
CB — CA. Cela posé, je nomme AP, x; 
PM , y ; la ligne A F qui est censée connue , c ; 
et la ligne FM , z ; alors F P — AF — AP = 
r — x (*);/P = JA + AP = JB + AB + 
AP = c + a-{-x; et puisqu’on a MJ — MF 
= a , on aura Mf = a + MF = a + z. 

Les triangles rectangles FPM ,/PM , donnent 
(FP)‘ + [PM) % — {FM)' , et {JP )' + (. PM)' 
= (JM )• ; c’est-à-dire , cc — sex + xx+yy 
= z z et c c + 2ac+aa+2cx + 2 a x + xx 
4- y y = a a -f- 2 <jz -f- zz. Retranchant la première 
de ces deux équations , de la seconde , on a , en 
effaçant aa qui se trouvera de part et d’autre, 
4£x -f- sac + sax = 2 az; d’où l’on tire 

a ex 4- a c -4- ax « 

2 = ; mettant doijc pour z , cette 

valeur dans la première équation , nous aurons 
cc — 2 c x + xx + yy = 

iyccx x -f- ^accx -4- a a cc -f- 4 aex x -J- laacx aaxx 
— 

ou , chassant le dénominateur , transposant et 
réduisant , a ayy — 4a a ex 4 ac ex + 4 a exx 

(*) Si lepoint .Pétoit au-dell de Fpariapport à jd , FP se roit 
x — c} mais cela ne changeroit lien il l'équation finalc- 
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-f- 4 ce xx, ou aayy — [\ac + 4 ce) (ax + xx) ; , 

d ou Ion tire y y = — ( a x -j- xx). 

254. Cette équation peut servir à décrire la courbe, par 
des points trouvés successivement, en donnant à x plu- 
sieurs valeurs. 

s 

On peut encore décrire la courbe , par points , en pre- 
nant arbitrairement une partie B r plus grande que B F, 
et décrivant du poiut f comme centre, et du rayon Br, 
un arc que l’on coupera en quelque point M par un autre 
arc décrit du point F comme centre , et du rayon A r. 

Enfin on peut décrire cette même courbe, par un mou- 
vement continu, de la manière suivante. 

On fixera au point /, une règle indéfinie qui puisse 
tourner autour de ce point. Au point Fet à l’un des points 
Q de cette règle , on attachera les extrémités d’un fil FM |£, 1 

moins long que /'( 5 , et dont la différence avec f Q _ , 
soit égale & AB; alors par le moyen d’une pointe , ou 
style M , on appliquera une partie M f) du fil , contre 
la règle : faisant mouvoir le style de M vers A en tenant 1 
toujours le fil tendu, la règle s’abaissera, la partie FM 
'diminuera, et le style M décrira la courbe AM dont il 
s’agit, et qu’on appelle une hyperbole. En effet, il est évi- 
dent que la totalité fQ ou fM -f- M £ étant toujours de . 
même grandeur, et FM M Q étant aussi toujours de 
même grandeur, leur différence f M + M Q_ — F M — M , 
ou fM — FM , sera aussi toujours de même grandeur. 

255 . L équation y y = — (ax + xx) 

donnant y = db \/ Q -- -^ c<? {ax + x x > 
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fait voir que pour une même abscisse A P , 
ou x , on a toujours deux ordonnées égales PM , 
PM' , qui tombent de part et d’autre du pro- 
longement de A B , qu’on appelle le premier axe; 
ainsi la courbe a une seconde branche AM' par- 
faitement égale à la première ; et l’une et l’autre 
s’étendent à l’infini , puisqu’il est évident que 
plus on augmentera x , plus les deux valeurs 

y — (ax -f **) augmenteront. 

256. Si dans cette même quantité on fait x 
négatif, c’est-à-dire, si l’on suppose que le point 
P tombe au - dessus de A , elle deviendra 

y [ — ( x 1 — a x ) J ; or *x — a x , ou 

oc ( x — a) étant négatif tant que x est plus petit 

k . # 1 , r A a c -f- Ac c . » t 

quantité dz y [ — (xx — ÆxjJ 

est alors imaginaire ; et par conséquent y n’a 
aucune valeur réelle depuis A jusqu’à B ; mais 
sitôt que x surpasse a, xx — ax redeve- 
nant positif, les valeurs dej> redeviennent réelles ; 
il part donc du point B une nouvelle portion 
de courbe mBm qui , comme la première, s’étend 
à l’infini de chaque côté du prolongement de 
A B , et qui est parfaitement égale à celle - là , 
parce que si l’on prend B p = A P , alors xx — ax 
ou. Ap X p B devient égal à AP X PB ; donc 
aussi pm est égale à PM. 
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25 7. 01 dans 1 équation ^7 = — X 

( ax + xx ) , on fait y — o, on trouvera que 
ax + xxoux. (a + x) = o, qui donne 
x - o , et ï + « = o ou x = — a; donc 
la courbe rencontre’Taxe A B aux deux points 
A et B. 

258 . Si l’on suppose AP = F , c’est-à- 
dire , x = c , pour avoir la valeur de l’ordon- 
née Fm" qui passe par le point F ( qu’on appelle 
le foyer , ainsi que le point /) , on aura . . . 

y = ± VI («< + “)1 = ± 

1 = ± + . donc la 

a a J a 

double ordonnée m" m = . cette 

a 

ligne est ce qu’on appelle le paramètre de l’hy- 
perbole ; ainsi en représentant cette ligne par p, 
on aura p = £ ( a c + i c ) ^ £t p ar cons éqoent 

JL — — Substituant dans l’équation 

a a a 1 

de la courbe , on la changera en cette autre plus 
simple , y y — AL- (ax 4- xx). 

De la valeur de p , on peut conclure que le 
paramètre du premier axe de l'hyperbole est plus 
que le quadruple de la distance du sommet A au 
foyer F ; car cette valeur p — — C ~+~ 4 CC , se 
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réduit à p = 4 c H — » qui e st évidemment 
plus grande que 4 c. 

25 g. Si sur le milieu C de AB , on élève une 
perpendiculaire DD' , . dont la moitié CD soit 
moyenne proportionnelle entre c et a -f c, c’est- 
à-dire , entre A F et JA , cette perpendiculaire 
est ce qu’on appelle le second axe de l’hyperbole ; 

ainsi en la nommant b , on aura = c . (a-\- c) , 
ou b b = 4 ac + \cc\ et en introduisant cette 
valeur de b b dans l'équation y y = ■ ^ ^ c -- 

( a x + xx) , celle-ci se changera en y y — 

(ux + xx). On voit donc que ces trois équations 
de l’hyperbole , ne diffèrent des trois équations 
correspondantes de l’ellipse , que par le signe dm 
quarré cc et du quarré xx. 

Cette même équation y y = ( ax -f- xx) 

nous fournit aussi une propriété analogue à celle 
que nous avons remarquée dans l’ellipse : en 
effet , si l’on chasse le dénominateur a a , on 
aura aayy — b b (ax + xx) , qui donne cette 
proportion,^ : ax + xx b b \ aa, ou (PM ) 1 
: AP x PB :: (DD' Y : (AB ) 1 ou :: (CD ) 1 
: (AC ) 1 ; le quarré d'une ordonnée au premier axe 
de l'hyperbole , est donc au produit AP X PB 
des deux abscisses r comme le quarré du second axe est 
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su quarré du premier et par conséquent, les quarrés 
des ordonnées sont entre eux comme les produits des 
abscisses correspondantes. 

Lorsque les deux axes a et b sont égaux , 
l'équation est y y — ax + ** qui ne diffère de 
celle du cercle que par le signe du quarré xx. 

L’hyperbole s’appelle alors hyperbole équilatère. 

De 1 équation p — , on tire 

4ac + 40c = ap, et puisqu’on a aussi s 

4 a c + 4cc = b b , on a donc ap = b b 
qui donne a : b :: b : p ; donc le paramètre du 
premier axe , est une troisième proportionnelle 
à ce premier axe et au second. 

260. Si du point D au point A , on tire la 
droite DA, le triangle rectangle DCA donnera 

DA=^/[{CDY + (ACy]=Ÿübb + $aa), 

on , en mettant pour b b sa valeur 4a c + 4c c , 

DA = i/(cc 4- ac + j a a) — c + \a = AF 
+ CA = CF. 

Donc , pour avoir les foyers quand on a les axes , il faut 
porter DA de C en F ; et au contraire pour avoir le second 
axe quand on a le premier et les foyers , il faut décrire 
du point A comme centre et du rayon CF, un arc qui 
coupe la perpendiculaire DD', en quelque point D. 

261. On voit aussi que la description de l’hyperbole 
dépend de deux quantités, savoir, le grand axe et le 
petit axe ; ou le grand axe et les foyers ; ou le grand axe 
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et le paramètre. D’après ce que nous venons de dire, ou 
ramènera toujours aisément la description de Ihyperbolc à 
l’une des méthodes que nous venons d’indiquer. Car si 
l’on donnoit, par exemple , le grand axe et le paramètre , 
alors prenant une moyenue proportionnelle entre ces deux 
lignes, on auroit le second axe qui serviroil à trouver les 
foyers. 

262. Si l'on prend sur Mf , la partie MG = MF , 
et qu'ayant tiré F G , on lui mène du point M la 
perpendiculaire MOT , cette ligne sera tangente 
à l' hyperbole. . 

1 

En effet , d'on autre point quelconque JVpris 
sur TM , menons aux deux foyers les droites 
KJ et KF , et au point G la droite KG ; il est 
évident , par la construction , que KF et KG 
seront égales ; or KJ est plus petit que KG-\-GJ, 
et par conséquent , plus petit que KF+Gf; donc 
KJ — KF est plus petit que Gf , c’est-à-dire , 
que Mf — MF ; donc le point K est hors de 
l’hyperbole ; on démontrera la même chose de 
tout point de TM, autre que le point M. 

Les angles FMO et OMG sont égaux, d’après 
la construction précédente ; or OMG est égal à 
son opposé KM donc FM 0 est égal à KM Qj 
donc la ligne MF , qui va au foyer F , fait avec 
la tangente , le même angle que fait , avec cette 
même tangente , le prolongement M C^de la ligne 
JM qui va à l’autre foyer. 
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Donc, si le point F est tin point lumineux, tous les 
rayons qui, partis du point/ - , tomlierout sur la concavité 
Al A M' , se réfléchiront comme s’ils partoientdu point_/". 

263. Déterminons maintenant la soutangente 

PT. 

Puisque l’angle F M f est divisé en deux partie» 
égales par la tangente MT, on aura ( Géom . 104) 
f M 1 MF II fT'.FT; or en nommant , comme 
ci-dessus, MF, z , on a fM — z -f- a: d’ailleurs 
Ff ou B f + A B + AF valant a -J- 2 c , la ligne 
JT ou Ff — F T , vaudra a + 2 c — FT ; on 
aura donc z a : z :: a 2 c — F T ; FT ; 
donc en multipliant les extrêmes et les moyens , 
on aura z x FT -f a x FT =at+ 2 cz — z X FT; 
d’où , après les opérations ordinaires , on tire 

FT = 


2 cz -f“ az 


2 z H- a 

avons trouvé ( 253 ) 2 

' ' a 

4 ex -f - ia c sut *f 


or nous 


( 2 c - 4 - a ) z 
2 z a 

2 ex -f- a c -f- ax 


donc 2 z + a 


(ac-t-fl).a.r -f (îc + o)s (lc + a)(u + «) 


substituant ces valeurs , dans celle de FT , on 

, , , ‘icx+ac + ax 

(se + «)x r 

aura F T = 


(2C -f fl)x 


ax -f fl 


OU 


en supprimant le facteur commun , — ~ l ~ a > 


FT — 


-f flfl -f flf 
ax -f 


Ayant ainsi trouvé FT, 
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il est aisé d’avoir la soutangente PT; car PT = 
FT—FP — F T — AF + AP = FT — c + x 


•ici + ac *x 
a r -f -a 
a x 4- xx 


C -f- * = 


lax U* 
2 x -f- a 


— — — ; donc PT = ax 11 . d'où i’ on 

ï + ;« « + r« 

voit que l’expression de la soutangente , pour 
l’hyperbole , ne diffère que par les signes , de 
celle qu’on a eue pour l’ellipse. 


264 Si de PT on retranche AP , on aura 
A T ou la distance du sommet jusqu’à l’endroit 
où la tangente rencontre l’axe. Cette distance 

sera donc exprimée par ■ ° T a + + . 1 * — x . qui se 
réduit à AT — 

la -t- 


265. Cette expression de AT nous donne 
lieu de faire quelques remarques sur la courbure 
de l’hyperbole. Nous avons vu ci-dessus que 
chacune des deux branches AM, AM' s’éten- 
doit à l’infinité. Cependant leur courbure est 
telle que toutes les tangentes que l’on peut mener 
à chacun des points de ces branches infinies , 
ne rencontrent jamais l’axe que dans l’intervalle 
compris entre A et C. En effet , si dans la valeur 
de A T on substitue pour x , toutes les quantités 
imaginables depuis o jusqu’à l’infini , la valeur 
de AT ne croît que depuis o jusqu’à ja; car 
quand x est infini , le dénominateur ± a + x 

doit 
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doit essentiellement être regardé comme la même 
chose que x , puisque si l’on conservoit alors -j a, 
ce seroit supposer qu’il peut augmenter x, et 
détruire, par conséquent, la supposition qu’on 
fait que x est infini : or dans ce cas la quantité A T 

se réduit à ; c’est-à-dire, ~ a; donc la 

tangente à l’extrémité infinie de chaque branche 
AM et AM ' , passe par le centre C. Et puisque 
les branches opposées Bm et Bm' sont parfaite- 
ment égales à celles-là, et que les points A et B 
sont également éloignés de C , il s’ensuit que ces 
mêmes tangentes sont aussi tangentes aux extré- 
mités infinies des branches Bm et B m . On 
les voit ( Jg . 33 ) représentées par les lignes 
CX, C Y. 


266 - Ces tangentes s’appellent les asymptotes 
de l’hyperbole : ce sont , comme on le voit , des 
lignes qui partant du centre, s’approchent sans 
cesse de l’hyperbole , sans pouvoir l’atteindre qu’à 
une distance infinie. 


Si par le sommet A [Jig. 3s ) , on mène la 
droite A t parallèle à PM , les triangles semblables 
TA t , TPM , donnent TP : P M :: T A : A t ; 


c’est-à-dire , 


r * *r 

ja + x 


X 


Algèbre. 


a x -f- xx 
±a x 
7 a -f- x 
a x -f- x x 


: y 


f a x 
T a -f X 


At = 


h a Y 

= f— ) ou, en mettant 

a H- * ’ 


X 
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pour y sa valeur — ( a x -f- x x ) , f — 

\by (“ + ") , j q U i lorsque x est infini , devient 
ii ou CD, parce que ax doit être supprimé 
vis-à-vis de xx, et a vis-à-vis de x. Voici donc 
comment on déterminera les asymptotes. On éle- 
vera au point A (Jig. 33 ) une perpendiculaire A L, 
que l’on prolongera de part et d’autre du point A, 
d’une quantité égale à C D; alors tirant par le 
centre C et par les deux extrémités L et L' deux 
lignes droites , elles seront les asymptotes. 

267. Pour avoir l’expression de CT (Jig- 32 ), 
il faut de CA retrancher A T, et l’on aura CT = 

qui donne 


iai 


( CA )» 


-a 


;«+J JO-H* CJP 

cette proportion C P : CA :: CA : CT. 

268. Si l’on veut avoir l’expression d c TM, 
le triangle rectangle TPM donne (TM y = 

(PI)* + (PT y = -Jr • ( a * + * * î + 

< aJ + **) - = f— . fi a + *)• + ax + xxl 
(J « + *)“ l_ a a ' > J 

(a x xx) 

Ci» + 


16g. Pour avoir l’expression de PI ou de la 
sou-normale, les triangles TPM, MPI ( sem- 
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blabîes à canse que l’angle PMI est droit, et que 
PM est une perpendiculaire abaissée de l'angle 
droit) donneront TP : PM :: PM '.PI, ou, 


ax -f- xx 
|« + J 


: y :: y : PI 


ax -4- xx 


j OU , 


bb 


à cause que = -r— . (a x + xx), P I = 

b b . , . 

TT- • (î J + *)' 


270. Cherchons maintenant l’équation par rap- 
port au second axe DD' ; et pour ceteffet, menons 

* la perpendiculaire M P' sur ce second axe , et 
nommant MP' , y ; DP', x'; on aura CP' = 
PM — y — {b — x ; P' M = C P = 

i a x = y ; et par conséquent * = 

substituant donc pour x et y, ces valeurs, dans 

-, # . bb , , v 

1 équation y y = [ax + xx) ou aayy = 

ii (a* + xx), on aura, après les réductions 

faites, y y — b b — b x + x x ) ; 

d’où l’on voit qu’il n’en est pas de l’hyperbole 
comme de l’ellipse; l’équation à l’égard du second 
axe, n’est pas semblable à celle qu’on a à l’égard 
du premier. 

271. Enfin si l'on veut l’équation par rapport 
à l’axe AB , en prenant les abscisses depuis le 
centre C; on nommera CP, z; et l’on aura 

p wl à£ 

*=Ci 4 + AP — ~ a + x ; et paf 
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conséquent x = z — \ a ; substituant dans 
l'équation y y — —— { a x -f- x x ) , on aura 

yy— ( zz — j a a), pour l’équation par 
rapport au premier axe, les abscisses étant prises 
du centre. 

Età l’égard du second axe DD' , si l’on nomme 
CP', z'; on aura z' = C D — D P' = {b — x' ; 
et par conséquent x' = -i b — z' ; substituant 
dans l’équation y' y' = (| b b — bx' + x x) 

que nous avons trouvée (270) pour le second 
axe, -on aura y y — [z z' + £ b b). 


272. Si l’on veut rapporter au centre C , les 
expressions de PT, CT, PI et PM , trouvées ci- 
dessus , il n’y a qu’à substituer , dans ces expres- 
sions, z — 7 a, au lieu de x, et l’on trouvera 
PT = CT, = , PI = tiz 


a a 
! a a 


„ . • <r. 1, . 

* / bhzz . . \ *ï 

{TMy = (-77- + zz — !«)- 

Et si l’on prolonge M T jusqu’à ce qu’elle ren- 
contre le second axe en T', les triangles semblables 
TPM, T CT' donneront TP: PM :: CT l&T, 


ou 


ZZ Tflfl 


: y :: 


j»* 


: CT' = 


zz — Z aa > 

'mais z z — j a a = donc CT' =5 
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Ibl CCT))* _ (CO)* 

y PM CP' 

:: CD : C T ' . 


; donc CP' : C Z> 


273 . Si par le centre C de l’hyperbole {Jig. 33} 
on mène une droite quelconque MCM' terminée 
de part et d’autre à l’hyperbole , cette droite s’ap- 
pelle un diamètre. Toute droite m 0 menée d’un 
point m de la courbe , parallèlement à la tangente 
en M , et terminée au diamètre M M' prolongé , 
s’appelle une ordonnée à ce diamètre; M G et 0 M' 
en sont les abscisses. Nous allons démontrer que 
les propriétés des ordonnées mO , à l’égard des 
diamètres terminés à la courbe, sont les mêmes 
que celles des ordonnées MP à. l’égard du pre- 
mier axe. 

Menons des points m et Q, les perpendiculaires' 
mp et 0 sur Taxe A B; et du point m menons 
mS parallèle à AP; nommons PM, y; CPz; 
Qp, g; CQ_, k; nous aurons AP — CP — 
CA — z — \ a; B P — CP - (- 5 C = z + ~a 
A p = Cp — CA=C(l—QJ— C A.=. 
k — g — ^ a; Bp = C p B C = k — 
g + !«- 

Les triangles semblables CPM, C QjO, donnent 

CP : PM';: CQ^: 0,0 ; c’est-à-dire, z : y 

h y 

h ; QJO — — î -‘ Les triangles semblables 

T PM', mSO', donnent P T ; PM':: m S ou 

X 3 
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ZZ ïflfl 


Q^p : SO; c’est-à-dire (272 ) ~~ - : y g 

; S 0 = 8 —X . — ; donc mp = S O — 

0 0 — SO = — ; orpnisqne 

^ s sz — Jaa A 1 

le point m appartient à l’hyperbole , il faut ( 25 g) 
que (pm)' : ( PM )■ :: Ap X P B : A P x P B : 
c’est - à - dire , ( * * - — - — ^ : y y 

:: ( * — g — ï «) x (* - g + î«) 

: ( * — t*) ( * +1“). ou ~~r~~ — 

z(zz- iaa)' + (Z.Z- lac)* ■ 2 S S f 

g g — jaa : zz — j « a ; donc , en multipliant 
les extrêmes et les moyens , et faisant attention 
aux quantités qui se trouveront multipliées et di- 
visées , en même temps , par zz — jaa, et à 
celles qui le seront aussi par z, on aura 
(zz — ~ a a ) — 2 g k y y + SB ~~ yy_ __ 

kkyy — 2 gkyy + ggyy — zaayy, ou, 
en développant le terme — — ( z z — ~ a a ) , 

et supprimant kkyy et — 2 gkyy que l’on aura 
alors dans chaque membre ; divisant de plus par yy> 


, a ah h 

on aura — j 1- 


ES ZZ _ 


ZZ rflfl 


= gg — z aa > 


équation qui va nous servir à démontrer' la pro- 
priété dont il s’agit; mais auparavant nous ferons 
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observer que si de part ou d’autre du centre C, on 
prend sur l’axe AB la partie CK qui soit moyenne 
proportionnelle entre BP et A P ; c’est-à-dire, telle 
que (CR) 1 = A P X PB = :: — jus; 
et si ayant élevé la perpendiculaire RN" terminée 
en N' par la ligne N N' menée par le centre C 
parallèlement à TM, on fait CN — C N' , 
alors NN' est ce qu’on appelle un diamètre conjugué 
au diamètre MM'; et l’on appelle paramètre do. 
diamètre MM' , une troisième proportionnelle à 
MM' et NN'. 


Revenons maintenant à notre objet; nommons 

CN ou CN' , {b'; CO, 1; et Om, / 

Les triangles semblables CPM, C Qp , donnent 

C M : CP CO : CQj c’est-à-dire, ±a.' : z 1 : k ; 

donc k = - * ■ -r • 
ï 0 


Les triangles m S O et CN ' R , semblables , à 
cause des côtés parallèles , donnent CN' : C R 
mO : mS, ou {b' : CR :: y r : g; donc 

en x r 

g = , ■ » et par conséquent g g — 

C R , * ? y 1 ou , puisqu’on a fait ( CR)* — 


zz — jaa, gg 


— y y ( zz — i a a ) 

{b- b' 


Substituons pour g g et kk, lesvalenrs que nous 
venons de trouver , substituons-les , dis-je , dans 

X 4 


/ 


3îS 


C o v s s 


l’équation = gg — j « * , 

trouvée ci - dessus , et nous aurons — j a a . 

zzz'z y‘yzz{zz — i“a) y' y' zz 

~ a a zz ' ji'A’(sz — ^ao) j i‘ b’ 

j aa, ou (en réduisant et divisant 


ensuite par -J-aa) f - = rrrr- — 1 , 

ou , après les opérations ordinaires y' y' = V 

( z' z' — j a' a ) équation semblable à celle qu’on 
a eue pour le premier axe. 


274. Si l’on fait y' = o , on trouve z'z' — 
~a a — o , qui donne z — ± ^ a ; la conrbe 
rencontre donc la ligne M M' en deux points 
opposés M et M' , éloignés du centre , chacun 
de la quantité - a' , ou CM; ainsi tous les 
diamètres sont coupés en deux parties égales au 
centre. 

275. L’équation y’ y' — ( z' z' — jda') 

donnant y' = db -^7- y' ( z' z' * — j a' a); c'est-à- 

dire, deux valeurs égales et de signe contraire, 
pour 7', fait voir que si l’on prolonge mO , de 
manière que 0 m' = Om , le point m' appartiendra 
à la courbe; chaque diamètre MM' coupe donc 
en deux parties égales les parallèles à la tangente 
qui passe par son origine M . 
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276. La même équation donne a a y' y = 
b' b' ( 1 z — j a a ) ; d’où l’on tire y' y' : 1 1 — 
j a' a :: b' b' : a a , ou (m 0 ) a : Af 0 X O M' 
:: [N N' Y'. [MM‘ ) 3 ; c’est-à-dire, le quarré d'une 
ordonnée quelconque m O à un diamètre terminé 
à la courbe , est au produit M O X O M' de ses 
deux abscisses t comme le quarrè du diamètre conjugué, 
est au quarrè de ce premier diamètre. 


277. Si du centre C on abaisse sur TM la 
perpendiculaire CF, les triangles semblables CF T, 
TPM, donneront TM : PM :: CT: CF, et 

, P M x C T , 

par conséquent C F = — ■ TM Les triangles 

semblables CRN’ , TPM, donneront PT : TM. 

:: CR: CN' ou C X; donc CjV = ™* CH 

donc CF X CX = 

PM x CT x CR 


P T 

P M x CT x TM x CR 


P T 


TM x P T 
< ou en quarrant, (CFy X (CX)* 


( P M) 1 x ( C T)* x ( CR)* 

= J \ PTy 1 ,* or on a ( PM y = 

y y = * (** — î ««)s ( CR Y = — 

\aa (273); et (272) (CTy = - 7 * ■, 

{ P T)* — ~ * aa L . • substituant ces valeurs, 

on a, après les réductions faites, (CF)’X (CXy = 


Tçatibb, ou CF X C X — j a b ; or si l’on 
prolonge M T jusqu’à l’asymptote en I , MI sera 


Coups 


S 3 o 

égal à CN , comme nous le verrons cl- dessous , 
et CIMN sera, par conséquent , un parallélo- 
gramme, dont la surface sera = CF X M/ = 
CF X CN-, donc quelquepart où soit le pointM, 
le parallélogramme C IMN sera toujours égal en 
surface au rectangle des deux demi-axes ; c’est-à- 
dire , à j a X 7 b ou j a b. 


278. Les triangles semblables TP M et CRN' 


donnent T P : PM 


C R 


RN' = PM *S R > et {RN' )* = 


R N" ; donc 

(PM)* x(CR)* 


Ibzz 
a a 


TP ' ” v — 1 ( TP )* 

en substituant les valeurs abgébriques et 
réduisant; or les triangles rectangles CPM et 
CRN' donnent ( CM)* = ( CP)* + (PM)*, 
et [CN'Y ou (CN) 1 = ( CP)* + {R N'Y ; 
donc (CM)* — {CNY = (CP)* + 
(PM)* — ( C R )* — ( R N' )* ; substituant 
dans le second membre , au lieu des lignes qui 
y entrent, leurs valeurs algébriques trouvées 
ci-dessus , on aura , après les réductions faites 
(CM)* — {CNY = J «« — jbb; c’est- 
à-dire que la différence des quarrés de deux demi- 
diamètres conjugués quelconques , est toujours la 
même , et égale à la différence des quarrés des deux 
demi-axes , 
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Il soit de là que dans l’hyperbole équilatére , 
chaque diamètre est égal à son conjugué ; car si 
a — h , on a (CM)* — { C JV)' = o , et par 
conséquent , C M = C JV. 

279. Si dans [CNy = {CR)' + {R W)' 

on substitue pour CR et R N' leurs valeurs algé- 
briques , on aura (C 7 V) 1 = zi — jaa + ; 

or nous avons trouvé ci-dessus ( 272), ( TM)' — 
( -p zz — - -r a a) 1 ; donc 

'aa Ai x i > 

( TM)' = zz X ( C N )' \ mais les 

triangles semblables MP T et M P’ T' donnent, 
en qnarrant, {PT)' : {TM)' :: (P'M)* : {T M)', 

OU (■.-*««)» . (CWxlzs-iaa ) . :ii . (T ' M y. 

donc {T'My = 11 ; donc { TM)' 

X {TM)' = {CJVy,ouTMxT'M = (CWy; 
mais si l’on nomme p' le paramètre du diamètre 
MM', on aura 2 CM : 2 CJV :: 2 C N : p' ; 
et par conséquent 2 />' X C M = 4 ( C JV )* , ou 
( CN)' =±p' X CM; donc TM x T’ M = 
\p' x CM , d’où l’on tire CM : TM :: T' M 
: T P'- 

280. De-là on peut conclure la méthode suivante pour 
avoir les axes de l’hyperbole, et par conséquent pour dé- 
crire cette courbe, lorsqu’on ne connoit que deux dia- 
mètres conjugués , et l’angle qu’ils font entr’eux- 
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On prendra snr M C ( fig . 34) une ligne MH —±p r , et 
sur le milieu I de C H on élèvera une perpendiculaire 1 K,. 
qui coupera en quelque point K la ligne M T' menée par le 
point M parellèlement au conjugué NN' . De ce point K r 
comme centre et d’un rayon égal i la distance de K à <7, 
on décrira un cercle qui rencontrera M T' aux deux points 
T et T"'' par lesquels et par le centre C tirant TC et CT', 
ce seront les directions des axes; car il est clair i°. que 
l’angle T CT' sera droit, puisque la circonférence passe 
par le poiut C , et qu’elle a TT' pour diamètre ; 3°. par 
la nature du cercle, on a (Géom. 120 ) CM ; TM 
T' M ; MH; donc puisqu’on a fait MH = -j p', on »• 

cm : tm :: T' m : i p\ 

Ayant ainsi déterminé les directions des axes , on etr 
déterminera la grandeur en abaissant du point M, les- 
perpendiculaires MP, MP', et prenant CA moyenne 
proportionnelle entre CP et C T, et C D' moyenne pro- 
portionnelle entre CP' et C T'; c’est une suite des expres- 
sions que nous avons trouvées ( 872 ) pour C' T et CT'. 

Quand les deux diamètre» conjugués que l’on connoit 
sont égaux, alors le paramètre leur est égal aussi, ce qui 
rend M H = M C ; les deux points de section H et C se 
confondant alors. Al C est une tangente au cercle-, ainsi,, 
il faut tout simplement , pour avoir le centre K , élever suc 
CM une perpendiculaire au point C. 


De l’Hyperbole entre ses asymptotes » 


281. L’hyperbole considérée par rapport à ses 
asymptotes , a quelques propriétés dont la con- 
noissance peut être utile; nous allons les exposes» 
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Il faut se rappeler ici comment on détermine les 
asymptotes; {voyez 266). 

Nous allons rapporter chaque point E de l’hy- 
perbole (jîg .35 ) , auxdeuxasymptotes CLO, CL' 0, 
en menant la ligne EQ~ parallèle à l’une d’entr’elles; 
et nous chercherons la relation qu’ont entr’ellesles 
lignes EQc t C Q. 

Pour trouver cette relation , nous mènerons par 
le point quelconque E , la ligne 0 Eo parallèle 
au second axe DD' , et la ligne E S parallèle à 
CLO ; par le sommet* A nous tirerons A G 
parallèle à CL' 0 . Et nous nommerons CA,-; a; 
CD ou AL ou AL' , ~b; CP, z; P E , y j 
AG, m ; G L , n ; C Q^, t ; QE, ti. 

Les triangles semblables CPO, CAL, nous 
donnent C A : AL :: C P \ P 0 , ou ^ a ' \ b, 
ou a : b :: z : PO = P 0 = - bz - ; donc 

CL 

EO = — ---- — y, et EO — + y; 

par conséquent EO X E 0 = — y y = ~ b b 

( en mettant pour y y sa valeur • [zz — jûfl) 

et réduisant ) ; c’est-à-dire , que E 0 X E 0 = 
{CD ) 2 = {AL) 2 , propriété qui appartient à 
tout point de l’hyperbole, puisque le point E a 
été pris arbitrairement. 

282. Les triangles Q,EO, ESo, et AGE 
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semblables entr’eux,donnent.d£ : AG:: EO : ÈQ_, 
et A L : G L :: Eo : ES; donc, multipliant 
ces deux proportions par ordre , afin d’y intro- 
duire E 0 X Eo dont on a la valeur , on aura 
(AL)‘ : AG x GL y. EO x Eo : EQ^x ES; 
c’est-à-dire , \ bb : mn :: j b b : ut; donc 
ut = mn ; équation à l’hyperbole entre ses 
asymptotes. Ainsi en quelque point E que ce soit 
de l’hyperbole, on a toujours E £ S , ou 
plutôt EQ^X C 0,= A G x G L. 

Or si l’on suppose que le point E tombe en 
A, C devient CG, et Q^E devient AG; on 
a donc C G X A G — A G X G L ; donc 
CG = GL. Mais le point G se trouvant, par-là, 
être le milieu de C L, on doitavoir CG — AG = GL ; 
car le cercle décrit sur CL comme diamètre , et 
qui auroit par conséquent C G pour rayon , 
passeroit par le point A , à cause de l’angle 
droit A; on a donc m = n , et par conséquent 
ut = m' — ( CG)’. 

Ce quarré constant m 1 ou (CG)*, auquel le 
produit ut ou C X Q_E est toujours égal , 
s’appelle la puissance de l’hyperbole. 

s 83. De la propriété que nous venons de 
démontrer, on peut déduire cette autre : De 
quelque point E que ce soit de Vhyperbole , si l'on 
tire , de quelque manière que ce soit , une droite REr 
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terminée aux asymptotes , les parties RE, m r , 
interceptées entre la courbe et les asymptotes , seront 
égales. 

Car si par le point m on mène h m H parallèle 
àO Eo , les triangles semblables RE O , et RmH 
donnent ER : Rm :: EO : Hm; et les 
triangles semblables rhm et roE donnent Er 
î mr :: Eo : mh\ multipliant ces deux propor- 
tions par ordre , on aura ER x Er '. Rm x mr 
y. EO X Eo : Hm X mh ; or les deux produits 
E 0 X E o et H m X mit sont égaüx chacun à 
( C D )* ( 282 ) ; donc ER x E r ~ Rm x mr , 
ou ER X {Em + mr) = (ER + Em) X mr ; 
faisant les multiplications indiquées , et suppri- 
mant , de part et d’autre , ER xmr , on aura E R 
X Em — E m x mr ; donc ER — mr. 

284. Delà on conclura que toute tangente Tt 
à l’hyperbole , terminée aux asymptotes , est 
divisée en deux parties égales au point de 
contact M. 

285. Si, par le point M , on tire IM i pa- 
rallèle à DD', et si, par un point quelconque 
E, on tire REr parallèle à la tangente Tt , les 
triangles semblables T M 1 et R E 0 donneront 
T M : M I :: R E : E 0 ; et les triangles 
semblables Mit, E 0 r , donneront M t ou 
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TM : Mi :: E r : Eo; multipliant ces deux pro- 
portions par ordre , on aura [TM)* : MI X Mi 
:: R E X E r : £ 0 X £ o ; or les deux produits 
MI X Mi et EO X Eo sontchacun égal à (C£>)*; 
donc ( TM )* = R E x £ r. 


286. Si, do centre C , on mène le diamètre 
CMV , il divisera en deux parties égales la ligne 
Rr parallèle à Tl, puisque (284) il passe par le 
milieu M de T t ; nommant donc CM, - a'; 
TM, ~q; C V, z' ; l’ordonnée VE, y'; les 
triangles semblables C MT, C V R donneront 
CM : MT :: CV : V R ; c’est-à-dire, 

ia' : {q ou a' : q :: z' : VR = Vr = 


qz 


donc RE = 


1 * 


— et Er = 


qz 


+ /; 


donc puisque R E X Er = (TM y = j qq , 

— y y' — f ; <> r ( » 7 3 ) 


on aura 


qqz z 


y' y' — — r-r (z'z' — j a a ); donc en substi 
q a z z 1>b' z 

11 * - — -ïjf, 


<x a 

L' l* j a * 
a’ a 

Z z 

a a 


7- + i b ' b ' 


=r i (îî- *'*'). 


tuant , on aura 
ou ( y j — b' b' ) 
ou (qq — b’ b’) AA f (qq — b'b')= o; 

ou (jf • — b' b') ^AA — j ^ = o; et divisant 

par 
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par . — j, on anra — b' b' = o, 
qai donne ÿ = b' , ou \q — ^b'-, c'est-à-dire, 
Af T" = C X , CX étant le demi - diamètre 
conjugué de C M. ; c’est ce que nous avons pro- 
mis ( 277 ) de démontrer. On a donc ( Jig . 33 ) 

mi = ex. 

287. On a donc aussi pour toute droite REr 
parallèle au conjugué C X (Jig. 35) RE x Er 

= (cxy. 

288. On voit donc que, connoissant deux: demi-dia- 
mètres conjugués CM, CN, [Jig. 36 ), et l'angle qu'ils font 
entT'eux, il est très-facile de décrire l’hyperbole par des 
points trouvés successivement. En effet , ce qui a été dit 
( 284 et 286 ) fait voir qu’en menant par l’origine M 
du demi-diamètre CM la ligne TM I parallèle à CK, et 
prenant de part et d’autre du point M les parties M T, 
Mt égales chacune à CN; si par le centre C, on tire 
les lignes CT et Cl, elles seront les asymptotes. Et 
ce qui a été démontré ( 283 ) fait, voir que si par le 
point M, on tire arbitrairement tant de droite P M g, 

P M Q_ qu’on voudra , et qu’on fasse sur chacune P 0 
— MQ, les points 0 trouvés de cette manière, appartien- 
dront tous à l'hyperbole cherchée. On peut ensuite faire 
servir chaque point 0 , à en trouver d’autres tels que V , 

V, etc. en tirant les droites R OS, RO S, etc. et faisant 
SV = RO. 

28g. On voit aussi , par-là, comment, entre deux lignes 

Algèbre. Y 
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données pour asymptotes, on peut décrire une hyperbole 
qui passe par un point donné entre ces lignes. 

ago. Enfin, en divisant l’angle des asymptotes et son 
supplément, chacun en deux parties égales, on aura les 
directions des deux axes , dont on déterminera la grandeur ' 
comme il a été dit ( 280) ce qui donne un second moyen 
de résoudre la question dont il s’agissoit au même en* 
droit. 


De la Parabole. 

291. Il s’agit maintenant de trouver les pro- 
priétés de la courbe dont chaque point scroit 
aussi éloigné d’un point fixe F (Jig. 37 ) , que 
d’une droite X ^ dont la position est connue ; 
c’est-à-dire , d’une courbe telle que pour chaque 
point M , abaissant la perpendiculaire MH , on 
auroit toujours MF = MH. 

Du point F, menons FV perpendiculaire sur 
X X.. et partageons FV en deux parties égales 
en A ; A sera un point de la courbe , puisque 
A V — AF ; ce point est le sommet. 

Pour trouver les propriétés de cette courbe 
qu’on appelle une parabole ; nous allons cher- 
cher une équation qui exprime la relation entre 
les perpendiculaires MP abaissées sur FF, et 
leurs distances A P an point A. Nous nommerons 
donc AV ou A F , c ; AP ,x; PM , y ; alors 
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* nous aurons VP — AV + AP = c + x MH ; 

et puisque MF — MH, nous aurons aussi 
M F = c + x ; d’ailleurs F P = AP — AF = 
x — c ; or le triangle rectangle FPM donne 
(F P y + (P M ) 2 = (F My i donc xx — 2 c x 
+ te -r yy ~ cc + 2 ex + xx ; donc transpo- 
sant, et réduisant, y y = 4 ex j c’est-là l'équa- 
tion de la courbe , et voici ce qu'elle n6us 
apprend, 

t°. Cette équation donné y — db \/ (4 ex') } 
donc , pour une même valeur de x ou AP , on 
a deux valeurs égales de y ou PM; mais comme 
l’Une est positive , et l’âutre négative , elles 
tombent de côtés opposés de la ligne indéfinie 
API qu’on appelle l’axe ; c’est-à-dire , qu’elles 
sont PM et P M' : la courbe a donc deux 
branches AM , AM' parfaitement égales et qui 
s’étendent à l’infini , puisqu’il est clair que plus x 
augmentera f plus -y/ ( 4 ex ) , et par conséquent 
y augmentera, 

r 

2°. Si l'on fait x négatif , on aura y = ± 
■j/( — 4c*) ; c’èst-à-dire , itnaginaire ; la courbe 
ne s’étend donc point au-dessus du point A. 

3 °. Si l'on fait x = c pour avoir l’Ordonnée 
qui passe par le ptûnt P qu’on appelle le foyer , 
on a^ = ±y , (4cc) = ±2c; c'est-à-dire , 
que Fm" = a c / donc m" m’ — 4c. Cette ligne 

X » 
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m" m" qui passe par le foyer est ce qu'on appelle 
le paramètre de l’axe de la parabole. Ainsi le 
paramètre de Çaxe de la parabole est quadruple 
de la distance AF du sommet au foyer, 

4°. Donc , si l’on nomme p ce paramètre f 
on aura 4 x = p , et l’équation de la parabole 
deviendra par conséquent y y = px. 

292. Ayant l’équation d’une parabole , il est aisé de 
décrire cette courbe par des points trouvés successivement, 
en donnant à x plusieurs valeurs, et calculant les valeurs 
correspondantes dey. 

293. On peut encore la décrire par points, de cette 
autre manière ; ayant choisi le point A que l’on veut 
prendre pour sommet et la ligne indéfinie TV J qui doit 
être la direction de l’axe, on prendra les parties AV, AF, 
égales chacune à -j p , le point F sera le foyer ; alors on 
élèvera sur chaque point de l’axe des perpendiculaires 
indéfinies M M' , et traçant du point F comme centre , 
et de la distance VP comme rayon, deux petits arcs qui 
coupent chaque perpendiculaire en deux points M et M', 
ces points seront i la parabole, puisque FM, qu’on fait 
par-là égal à VP sera égal à MH , en imaginant la droite 
VH perpendiculaire à l’axe. Cette droite X VH s’appelle 
la directrice. 

294. Enfin on peut décrire la parabole par un mouve* 
ment continu en employant une équerre VHf; on attache 
sur un point quelconque f d'une des branches de cette 
équerre, l’extrémité d’un fil de longueur égale à f H ; et 
Ayant attaché l’autre extrémité au point F, on applique 
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parle moyen d’un style M , une partie du fil contre fH, 
et tenant toujours le fil tendu, on fait glisser l’autre côté 
de l’équerre, le long de ZX; le style M dans ce mouve- 
ment, trace la parabole MA. 


2 g5. L’équation yy — px, nous apprend que 
pour chaque point M , le quarrè de Cordonnée 
MP , est égal au produit de r abscisse correspon- 
dante , par le paramétre. 

On voit dans cette même équation , que les 
quarrés yy des ordonnées , sont entreux comme les 
abscisses x, c’est-à-dire , que (PM)* : ( pm )’ :: 
AP : Ap ; car (PM)' = p x A P et (pm)' = 
p X A p ; donc ( PM)' : (p m)' :: p x AP : r 
p x Ap :: AP : Ap , en divisant par p. 

L’équation â l'ellipse, trouvée ( 282 ) est f y. == 

- (ax — xx ); si 1 on y suppose que le 

gtand axe a est infini, alors xx doit être supprimé 


comme incapable de diminuer a x ; il en est de même- 

de 4 cc 1 l’égard de 4 ac; l’équation se réduit donc 
4 a c X a * 4 a a c x 


i yy = 


■ c’est- à - dire , 


y y = 4 ex, qui est l’équation à la parabole; la parabole 

n'est donc qu'une ellipse dont le grand axe est injtnt. 


296. Si après avoir joint les points F et H 
par la ligne F H , on mène du point M , sur 
cette ligne , la perpendiculaire M 0 T ; cette 
dernière sera tangente à la parabole. 

Y 3 
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En effet , d’an autre point quelconque de 
cette ligne, menons AfF, N H , et la ligne N 7 ^ 
perpendiculaire sur X 7 ^; si quelqu’autre point 
tel que Af de cette ligne pouvoit appartenir à la 
parabole , il faudroit que AfF = N 7 ^ ; qr Af X, 
est plus petit que AfH , qqi , en vertu de la cons- 
truction , est égal à AfF. 

257. L’angle FMO, étant, par cette consr 
Éruption , égal à 0 M H , lequel est égal à son 
opposé fMAf, il s'ensuit que FMO est égal à 
/M Af. 

ponc les rayons de lqmière partis du poipt F et tombant 
sur la concavité M 1 A M , se réfléchissent tous parallèle- 
ment à l’axe ; et réciproquement les rayons qui arrivent 
parallèlement à l’axe , vont tous se rassembler au foyer F. 

298. I4 ligne MH étant parallèle à VP , les 
triangles HOM, TOF sont semblables, et de 
plus égaqx , puisque HO est égal à OF ; donc 
FT*= MH — PV == x + c ; par conséquent , 
PT = FT + FP = x + c + x — c — 2x ; 
donc la soutangente PT de la parabole est double 
de l'abscisse AP, 

299. Si du point M , on mène la perpendicu-r 
laire MI sur la tangente TM , les triangles sem- 
blables TPM , PMI donneront TP ; PM s; 

P M : PI ; c’est-à-dire ,2 x : y :: y : PI ~ 


> 


? 
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oa ( à cause que y % =px),PI = = Ip. 

La sou -normale de la parabole, est donc la même 
pour chaque point , et égale à la moitié du para- 
mètre. 

3 oo. On voit donc que connoissant l’abscisse et l’or- 
donnée d’un même point quelconque M d’une parabole, 
on peut toujours facilement déterminer le paramètre. Car 
en prenant PT = 8 AP, TM est la tangente (898; et 
élevant sur celle-ci au point M la perpendiculaire MI , elle 
détermine ( 899 ) sur A P prolongée , la partie PI égale à la 
moitié du paramètre. 

Soi. Toute ligne MX 38) tirée d’un 
point M de la parabole parallèlement à l’axe A £? , 
s’appelle un diamètre ; chaque diamètre a son 
paramètre , qui est en général le quadruple de 
la distance MF de l’origine de ce diamètre au 
foyer. Toute droite m O menée d’un point m 
de la parabole , parallèlement à la tangente TM 
qui passe par l’origine ou le sommet M de ce 
diamètre , s’appelle une ordonnée à ce diamètre. 
Nous allons voir que les ordonnées à un dia- 
mètre quelconque , ont la même propriété que 
les ordonnées à l'axe. 

Menons l’ordonnée MP à l’axe , et des points 
m et 0 , menons-lui les parallèles mp, 0 enfin 
du point m, menons mS parallèle à l’axe. Nom- 

Y 4 
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nions AP , x ; P M , y ; Q^p , g; A , k. Nous 
aurons A p — k — g. Les triangles semblables 
TPM ,mSO , donnent TP : PM :: mS : SO ; 
c’est-à- dire , 2 x : y :: g S O = • donc 

p m ~ QS = £>0 — SO = PM — SO = 
y — ALL. ; or puisque le point m appartient 
à la parabole , il faut (ag5) que ( pm )* ; (PM)* 
A p : AP ; c’est-à-dire , ^ y ; JJ 

:: k — g:x; ou y y : y y 

:: k — g : * ; donc , en multipliant les extrêmes 
et les moyens , on a xyy — gyy + ~ ë8 */ ■ =* 
kyy — gyy , qui se réduit ( en divisant par y y , 
et supprimant les termes qui sont les mêmes de 
part et d’autre ) à x + AL1L — k ou = k — x. 

Nommons maintenant l’abscisse M O , x' ; et 
l’ordonnée mO , y' ; nous aurons MO — P — 
A — A P — k — x ; donc x’ — k — x , et par 
conséquent = x , ou gg — 4xx ; maii 
le triangle rectangle mSO , donne ( mS }* + 
(SO)* = (i»0)‘; c’est-à-dire, gg + ^y^~~y y > 
Mettant donc pour g g sa valeur 4 x x', et pour 
yy sa valeur px , ou aura , après les réductions 
faites , 4xx' + px = y y , ou (4 x + p) x =/>'; 
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Mais si on appelle p' Le paramètre du diamètre 
MX , on aura p' — 4 FM = 4 x 4 c — 4* + p; 
donc enfin p'x' = y' y’. L’équation à l’égard d’un 
diamètre quelconque est donc la même qu*à 
l’égard de l’axe. Le quarré de l'ordonnée mO A 
un diamètre quelconque MX , est donc égal au 
produit de l'abscisse par le paramètre de ce dia- 
mètre ; et les quarrès des ordonnées à un diamètre 
quelconque de la parabole sont entr'eux comme les 
abscisses correspondantes. 

302. Il suit de tout ce qui précède, que si l’on veut 
décrire une parabole qui ait une ligne indéfinie M X pour 
diamètre, une ligne donnée p ' pour paramètre de ce dia- 
mètre , et dont les ordonnées fassent un angle donné 
avec ce même diamètre ; on tirera par l’origine M une 
ligne M M T, faisant avec M X l’angle JV M X égal à l’angle 
donné. Par le même point M , on mènera M F faisant 
de l’autre part avec M T l’angle F MT égal i N MX; 
et ayant fait MF =z^f le point F sera le foyer de la 
parabole (297 et 3oi)s tirant donc par le point F la 
ligue indéfinie TFQ_ parallèle à MX, et qui rencontre 
TM en T, ce sera la direction de l’axe , dont on dé- 
terminera le sommet A en abaissant la perpendiculaire MP, 
et partageant P T en deux parties égales en ^ ( 298 ). 
Alors ayant le foyer et le sommet, il sera facile de décrire 
la parabole ( 2g3 et 294 ). 

3 oS. Les trois courbes que nous venons de 
considérer successivement, ont été nommées sec- 
tions coniques , parce qu’on les obtient en epu- 
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pant nn cône par un plan. Par exemple , on 
a l’ellipse A Mm B ( Jig . 3 g ) si l’on coupe le 
cône C H I par un plan A M m , de manière 
que ce plan rencontre les deux côtes CH, CI, 
en deçà du sommet C ; il faut seulement en excep- 
ter le cas où ce plan feroit avec le côté CI le 
même angle que fait l’autre côté C H avec la 
base ; dans ce cas la section est un cercle. 

Si au contraire le plan coupant ne rencontre 
l’un des côtés C H qu’autant que celui-ci sera 
prolongé, on a l'hyperbole AMm (Jig. 40 ). 

Enfin , on a la parabole , si le plan coupant 
est parallèle à l’un CH des côtés du cône (Jig. 41 
en voici la démonstration. 

Concevons le cône C H I (Jig. 3 g et 40) coupé 
par un plan qui passe par la droite qui joindroit 
le sommet C , et le centre du cercle qui sert de 
base : c’est-à-dire , par un plan qui passe par 
l’axe du cône : la section sera nn triangle. Cou- 
pons maintenant le cône par trois plans AMm, 
FMG, H ml perpendiculaires à ce triangle, et 
dont les deux derniers soient parallèles à la base 
du cône. Les deux sections FMG, Hml seront 
des cercles ( Géom. îgg) , qui rencontreront la 
section AMm en M et en m. Les intersections 
F G , H I des plans des cercles , avec le triangle 
par l’axe , seront les diamètres de ces mêmes 
cercles. Les intersections PM, pm de ces cercles 
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avec le plan A Mm seront ( Gèom. 190 ) perpen- 
diculaires au plan du triangle par l’axe , et seront 
en même temps ordonnées de ces cercles et de la 
section A M m. 

Cela posé , les triangles semblables AP G, Api 
donnent A P : Ap :: PG :pl , et les triangles 
semblables BFP,BHp donnent PB ; p B :: 
F P : H p ; multipliant ces deux proportions par 
ordre , ona APx PB '.ApXpB :: F P X. 
PG : Hp ~x.pl: or par la nature du cercle 
F P X P G — ( PM) 1 , et Hp X pl= (pm)‘; 
donc AP x PB : Ap x pB :: {PM ) 1 : ( pm ) a ; 
donc les qparrés des ordonnées de la sec don A M m 
sont entr’eux comme les produits des abscisses; 
or ces abscisses tombent de différens côtés de 
l’ordonnée [Jig. 3 g) et d’un même côté ( jxg . 40); 
donc AMm ( fig , $9) est une ellipse, et (Jg . 40) 
pne hyperbple. 

Quand à la Jigure 41 , en supposant les mêmes 
choses que ci-dessus , on a , par la nature du 
cercle , {PM ) 1 — F P x PG , et {pm ) 1 = 
fi p X pi , ou ( à cause des parallèles P p , F H , 
et FP , Hp qui donnant FP = H p) {p m ) 1 = 
F P x pi; donc {PM ) 1 ‘.{pm ) 1 ;; F P x PG 
; F P x p I :: P G : p I :: A P : A p , à cause 
des triangles semblables APG , A p I ; donc les 
quarrés des ordonnées sont entre eux comme les 
abscisses ; donc la çourbe est une parabole. 
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Réflexions sur les Équations aux 
Sections coniques. 

304. Il suit de ce que nous avons démontré 
( 245) que si dans l’ellipse , on nomme x , l’abs- 
cisse C O (Jig. 3 o ) prise depuis le centre sur le 
diamètre MM' ; y l’ordonnée mO parallèle au 
diamètre conjugué CJ\ on aura yy=f^(jaa — xx) 
pour l'équation à ce diamètre , quelqu’angle que 
fassent d’ailleurs ces deux diamètres conjugués. 
Et si , par le point m , on mène m 0 ’ parallèle 
à MM’ , et qui sera alors une ordonnée au dia- 
mètre NN’ ; alors nommant CO' , x ; et mO' y ; 
on aura y == x' et x — y' ; et l’équation de- 
viendra x'x = ( -a a — y' y') ; d’on l’on 

tire // = -J£- (1 b b — x'x'). C’est-à-dire, 
qu’en prenant les abscisses du céntre , l’équa- 
tioü , pâr rapport à quelque diamètre que ce 
soit , est tbbjours de même forme , tant qu’on 
prend les ordonnées parallèles au diamètre coa- 
jugué. 

Si b est égal à a , l’éqnation devient y y =- 
\ a a ■*— x * , que nobs avons vù ( i 21 ) appar- 
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tenir an cercle. Mais il faut bien faire attention 
que c’est en supposant les çrdonnées perpen- 
diculaires au diamètre ; car lorsqu’elles font tout 
autre angle qu’un angle droit , l’équation y y = 
jaa — xx appartient à l’ellipse rapportée aux 
diamètres conjugués égaux. 

Pour l’hyperbole , si l’on nomme x , l’abscisse 
C 0 [Jigure 33 ) prise depuis le centre sur le 
diamètre M M' terminé à la courbe , et y l’or- 
donnée m 0 parallèle au diamètre conjugué NN'< 
on aura ( 2 7 3 ) y y = X (xx — ±aa) 

pour l’équation à ce diamètre , quel que soit d'ail- 
leurs l’angle compris entre les deux diamètres 
conjugués. Mais si menant par le point m' , 
la ligne ni 0' parallèle au diamètre CM, on 
nomme y' la ligne ni 0' , qui est alors une ordon- 
née au diamètre ff N' ; et si l’on nomme x' l’abs- 
cisse CO ' , on aura x — y et y = x , ce qui 
changera l’équation en x x' = [y y — 

qui donne y' y — ( x' x' j b b ) ; d’oti 

l’on yoit que l’équation , par rapport au dia- 
mètre CQfijugné N N' , n’est pas semblable à 
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celle que l’on trouve pour le diamètre M M* 

terminé à la courbe. 

A l’égard de la parabole , nous avons vu (3oi) 
qu’en prenant les abscisses sur on diamètre quel- 
conque , depuis l’origine de ce diamètre , et pre- 
nant les ordonnées parallèles à la tangente au 
sommet de ce diamètre, l’équation étoit toujours 
y y = p x , en nommant) l’ordonnée , x l’abscisse 
et p le paramètre de ce diamètre. 

Enfin à l’égard de l’hyperbole considérée par 
rapport à ses asymptotes ( en prenant les abscisses 
depuis le centre , sur une des asymptotes , et 
les ordonnées parallèles à l’autre asymptote ; nom- 
mant les premières x, les secondes p , et a a la 
puissance de l’hyperbole , l’équation de l’hyper- 
bole , sous ce dernier aspect est xy = a a. 

3o5. Mais il faut bien remarquer que pour que 
ces équations se rapportent aux lignes auxquelles 
nous venons de les rapporter, il est essentiel que 
l’une des indéterminées , que y , par exemple , 
se compte depuis la ligne même sur laquelle les 
x sont comptés ; car on pourroit avoir une équa- 
tion de quelqu’une des formes que nous venons 
de parcourir , et qui cependant ne se rapporteroit 
point aux diamètres conjugués , si cette équa- 
tion est à l'ellipse ou à l’hypeTbole ; oü qui , 
lorsqu’elle appartient à une parabole , n’expri- 1 
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meroit point la relation entre les abscisses et ce 
que nous avons appelé jusqu’ici les ordonnées ; 
par exemple , si (Jig. 42 ) CM', C JV sont deux 
demi-diamètres conjugués de l’ellipse , à l’égard 

desquels on ait l'équation y y = ^ — xx), 

CM’ étant -j a ; C N , 7 b ; C Q,, x ; et ££Af , y ; 
si par le centre C on tire une droite indéfinie 
FCE qui rencontre les ordonnées Q_M en E ; 
si l’on nomme les lignes C E , z ; qu’enfin par 
on point B pris à une distance connue BC — m, 
on mène B F parallèle à Q_M , et qu’on nomme 
C F , n ; alors les triangles semblables CBF,CQE , 

donnent m : n :: x : z , donc x = ; si on 

substitue cette valeur de x dans l’équation ci- 
dessus , elle deviendra y y = [\aa — ) 

ou aannyy — ~ aabbnn — bbmmzz , ou ( en 
divisant le second membre par b b mm et indi- 
quant en même - temps la multiplication par 


b b mm) a an nyy = b b mm ( — z z ) ; on 

b b m m 

enhn yy — 

* * a an n 


t \aann . , . 

( — == ** ) . équation 


de même forme , mais que l’on auroit tort , comme 
on le voit , de regarder comme appartenant aux 
diamètres conjugués } car les abscisses z étant 
prises sur CE, les ordonnées y ou QJA. se 
comptent du point £> où la ligne EM parallèle 
à C N rencontre CM'. 
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306. On voit donc , en général , i°. que si 
l’on a une équation du second degré , à deux 
indéterminées x et y, et si l’une des indétermi- 
nées se compte depuis la ligne sur laquelle 
.l’autre se compte, cette équation appartiendra à 
l’ellipse rapportée à ses diamètres conjugués , ou 
au cercle ; si ne renfermant d’autres puissances 
de x et y que les quarrés, ces deux quarrés se trou- 
vent avec différens signes dans chaque membre, 
et si en même-temps la quantité toute connue qui 
se trouve dans un même membre avec le quarré 
qui aura le signe — , a elle-même le signe + ; 

, hb 

car si l’on avoit , par exemple , y y = - fla ~ 
( — L a a — xx); cette équadon n’exprimeroit 

aucune ligne possible ; puisqu’elle donne 

y— ±\/[ y ( — \aa — xx) ] , quantité absurde. 

307 . 2 °. Si les deux quarrés y y et xx , passés 
dans différens membres , ont le même signe , et 
s’il n’y a d’autres puissances de x et de y que ces 
quarrés , l’équation appartiendra toujours à une 
hyperbole , laquelle sera rapportée à un diamètre 
terminé à la courbe , ou à son conjugué , selon 
que le terme tout connu , aura un signe contraire 
à celui des quarrés xx et yy , ou le même signe 
que ces quarrés, 

308. 3°. Si l'équation ne renferme que l’un 

des 
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des quarrés et n’a que deux termes , dont le 
second soit le produit de l'autre indéterminée , par 
une quantité connue , elle appartiendra à une 
parabole rapportée à l’un de ses diamètres , si 
ces deux termes placés dans différens membres 
ont le même signe; mais s’ils ont différens signes, 
l’équation n’exprime aucune ligne possible. 

S09. 4 0 . Enfin si l’équation n’ayant que deux 
termes , l’un est le produit des deux indétermi- 
nées x et y , et l’autre une quantité toute con- 
nue , elle exprime une hyperbole rapportée à 
ses asymptotes. 

3 to. Telles sont les équations aux sections 
coniques rapportées aux différentes lignes aux- 
quelles nous venons de les rapporter. Nous en 
verrons l’usage dans peu ; mais il n’est pas inu- 
tile de dire d’avance que toutes les fois qu’on 
aura une équation à deux indéterminées x et; , 
qni aura les conditions que nous venons d’ex- 
poser , il sera toujours facile de construire la 
section conique à laquelle elle appartiendra , et 
cela en se conduisant comme dans cet exemple. 


Supposons qu’on ait l’équation n ci — qyy = gxx-; 
je 1 ’écrirois ainsi , qyy = ncd — gxx ; divisant le second 
membre par g , et indiquant en même temps 1a multipli- 
cation par g , qyy g Q~ — > et enfin ; ; = 

Algèbre, Z 
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— ( JLli. — xx'j ; or sous cette forme , ie vois 

1 \ 8 J ‘ 

(*43 et 245 ) que cette équation appartient à une ellipse 
dont le rapport des quarrés des deux diamètres conjugués 

a 

est - , et dont le quarré de celui de ces diamètres sur 
lequel les x sont comptes, est En effet, corn- 


S 


1 • ■ ,, > * b b B 

parant cette équation , à 1 équation jj = (ijj_ 

, ... AA 8 • ne d 

x x 1 ; 1 ai =x -2_ , et jn = 

00 ? S 

équations, on tire a — ” C - ^ , et h = 

ce qui détermine les deux diamètres conjugués. Quant X 

l’angle que font ces deux diamètres conjugués , c’est celui 

que font les lignes x et jr, angle qui est censé connu par la 

question qui aura conduit i l’équation ne d — q y y = gx x. 

Or nous avons vu (25s) comment, connoissant ces trois 

choses, on peut décrire l’ellipse. 


De 


deux 


On sc conduira de même pour les équations 
aux autres sections , lorsqu’elles se rapporteront 
à quelques-unes de celles que nous avons expo- 
sées ci-dessus. Nous allons voir qu’en général 
toute équation du second degré à deux indéter- 
minées, exprime toujours une section conique, 
ou n’exprime aucune ligne possible ( * ) ; et cela 


(*) Il faut seulement en ex- 
cepter le ras où elle seroit le 
produit de deux facteurs du pre- 
mier degré, tels queux by 
-+-c et d* + fy 4 -gî auquel 


cas même , elle n’est pas réel- 
lement du second degré; mais 
ce cas ne pouvant nous servir, 
nous us nous eu occuperons 
point. 
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se démontre en faisant voir que toute équation 
pareille peut toujours être ramenée à quelqu’une 
de celles que nous avons données ci-dessus. 
Nous allons en donner la méthode ; mais pour 
répandre plus de jour sur l’usage de cette mé- 
thode et sur les constructions auxquelles elle 
conduit , il est à propos de placer ici les réflexions 
suivantes. 

3 n. Puisque tonte question qui peut être ré- 
solue par l’Algèbre , conduit toujours à une ou 
plusieurs équations , toute équation à deux in- 
déterminées , u et t peut toujours être considérée 
comme venant d’une quesstion où ces deux in- 
déterminées u et t représcntoient les deux in- 
connues. Quelle qu'ait été cette question, on peut 
toujours considérer l'équation comme exprimant 
la nature d’une^ courbe ; et cela est bien facile 
à concevoir ; car si l’on donne arbitrairement 
et successivement à l’une des deux inconnnes , 
à u , par exemple , plusieurs valeurs ; et qu’à 
l’aide de l’équation et des règles de l’Algèbre , on 
calcule à chaque fois la valeur de /.il est évident 
que rien n’empêche de marquer sur une ligne indé- 
finie A R (Jig. 42 , 43 et 44) les valeurs AP, AP, 
etc. qu’on a données à u , de mener par les points 
P, P, etc. des lignes PM, PM, etc. parallèles 
cntr’elles et sous un angle déterminé , et de faire 

Z 2 
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ces dernières égales aux valeurs correspondantes 
qu’on a trouvées pour t ; la suite des points M , 
M, etc. déterminés de cette manière formera une 
courbe dont la nature dépendra du rapport des 
lignes A P et PM ; et puisque ce rapport est ex- 
primé par l’équation dont ces lignes ont été dé- 
duites , cette équation exprime donc la nature 
de cette courbe. 

Cela posé , concevons que la courbe soit une 
section conique ; il est clair que , comme dans 
la question qui a donné cette équation, on igno- 
roit , ou l’on pouvoit ignorer totalement si un 
pareil usage de cette équation , donneroit une sec- 
tion conique , on n’a pas cherché à disposer les 
lignes AP et PM , de manière que l’une ayant 
sa direction sur un diamètre, l’autre fût pa- 
rallèle à la tangente menée par le sommet de 
ce diamètre , ce qui est d’abord nécessaire pour 
que l’équation ait l’une des formes ci - dessus. 
On voit donc par là comment il peut se faire 
qu’une équation , quoique n’ayant pas l’une de ces 
formes , appartienne néanmoins à une section 
conique* 

212 . Voyons donc maintenant comment on 
peut ramener toute équation du second degré , 
et qui renferme deux indéterminées , à avoir l’une 
des formes que nous avons vues appartenir aux 
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sections coniques rapportées aux lignes-auxquclles 
nous les avons rapportées (S 04 ). 

3t3. La méthode que nous allons exposer , 
suppose qu’on sache faire disparaître le second 
terme dans une équation du second degré à une 
inconnue. La règle pour cette opération est simple ; 
H faut égaler l’inconnue augmentée ( ou diminuée 
si le second terme a le signe — ) de la moitié 
du coefficient ou multiplicateur de x dans le se- 
cond terme, à une nouvelle inconnue , apres avoir 
préalablement dégagé le quarré de l’inconnue. 

Par exemple, pour faire disparoitre le second terme dé 
l'équation 4x* + l*x = g , je divise par 4, et j’ai x 2 3 x 

— fi je fais x -}- f = 1 ; en quarrant, j’ai x* -p 3 x -p f 

— zz , et par conséquent x a -p 3 x == x r — f; substituant 
dans l’equation -x 1 -p 3 x = f , j’ai zz — f = f , ont! 
= équation qui n'a plus de second terme. 

Si j’avois x* — 4X = 7 , je ferois x — 2 — z ; quar- 
rant , j’aurois x* — 4 x -1- 4 = z z , ou x* -p 4 x = z z — 4 ; 
d’où, en substituant, il vient z z — 4 = 7,, ou zz il, 
équation sans second terme. 

3 t 4 . On peut même , si on le veut , égaler 
l’inconnue augmentée de la moitié du coefficient 
du second terme , non à une inconnue simple , 
mais à une inconnue multipliée ou divisée par 
une quantité arbitraire ; et cette remarque, nous 
servira dans quelques momens. 

Z 3 
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Par exemple, dans l’équation a* — 4* = 7 , au lien de 

faire simplement x — S = z, comme ci-dessus, je puis 

faire x — 2 = — * , j’aurai , en opérant toujours de la 
» R 

„ , kk 

meme mamere , x* — Ax 4 - 4 = zt, et par con- 

n n * 

séquent x a — 4X = zz — 4 ; d’où, en substituant , 

n n 

kk kk 

en tire zz — 4 — 7, et par conséquent zz 

= il; on n’en aura pas moins la même valeur pourx, 

quelque valeur qu’on donne à k et à n ; en effet , cette 

h 

équation donne — - z = y/ ( 1 1) ; et puisque x — 2 

= ~ z, onax — a = y/(n), précisément comme 
par le premier procédé. En un mot, cela ne change rien 
à ce que l’on cherche ; mais en introduisant ainsi une 
quantité arbitraire,, on se ménage les moyens de rem- 
plir certaines vues , auxquelles on ne sati-deroit quelquefois 
que d’une manière indirecte , ou moins simple , en s’y pre- 
nant autrement. 

Moyens de ramener* aux Sections co- 
niques j toute Équation du second 
degré à deux indéterminées j lors- 
qu’elle exprime une chose possible . 

3 1 5. Supposons qu’on ait l’équation dit + 
cul + euu-\-/dt + geu-{- h d* — o, qui ren- 
ferme toutes les équations du second degré à 
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deux indéterminées u et' l , dont aucun terme 
ne manque. Concevons que cette équation ap- 
partienne à une courbé M M ( Jig. 42 et 43 ) 
dont JP et PM font les coordonnées. Voici 
comment on s’assurera que cette courte est tou- 
jours une section conique , et comment on déter- 
minera cette section. 

Il faut , lorsqu’il ne manque aucun des deux 
quarrés f 1 et « a , faire disparoîtTe successivement 
le second terme de cette équation par rapport 
à / , et le second terme par rapport à u , ce 
que l’on fera de la manière suivante. 


Après avoir renfermé entre deux crochets tout ce 
qui multiplie la première puissance de t, je dégage tt et 

J ai 11 + (/+ — J 1 H — + -Œ-j- +kd — o{A). 

Je fais donc ( 3 l 3 ) < -f- \f = y ; en quarrant , 

j’aurai tt + (/ + ^ t + \ff + -p 

— ~yy ; et par conséquent tt -p ^ / -p ^ I = 

fcu_ — ecuu . . Substituant dans l’é- 


+dd 

y y - i ff— X d 


4 dd 


quation ( 4 ), et transposant ensuite pour laisser y y seul ; 

F n .11 /'/'»/!/ * U 11 

j’ai „ = iff + J— + 


4 dd 


— — Ai, ou , en multipliant tout par ^dd y et 

a 

rassemblant ensuite les termes qui sont multipliés par de* 

Z 4 
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puissances semblables de a, 4 d dyy — ffdd — 4 A d 3 -f- 
[2c fd — 4 ged) a [ce — 4 de) au. 

Comme les quantités d, c, e,f, etc, représentent des 
quantités connues, on peut, pour abréger le calcul , re- 
présenter fj d d — 4 hd 3 par une seule lettre r; repré- 
senter de même , 2 cf d — 4 ged , par q -, être — 4^ f « 
par m; l’équation deviendra \ddyy — r -f- qu -f- mu*, 
m, q, r pouvant être positives ou négatives. 


Faisons maintenant disparoitre le second terme par rap- 
port à a ; et pour cet effet , commençons par dégager au. 


ce qui donne a* -f- a -J- 


4 dd 

m 


yy • («)• 


Mais au lieu de faire simplement a 4- = à une 

1 “un 

nouvelle indéterminée x, selon la règle donnée (3l3), 
je le fais = qx .. ( 3 14 ) ; c’est-â-dire, égal i une 
nouvelle indéterminée x multipliée par la moitié du 
coefficient du second terme , et divisée par une quantité 
arbitraire n inconnue pour le moment , mais que nous 
déterminerons dans peu (*). 


J’ai donc a -f- 


1 * 


; quarrant , il me 


vient au -f- 


q» 


+ 


i\mm 


q q x x 
I\m mn n 


, ou au -f- 


1*) Cette quantité n est 
introduite pour pouvoir ra- 
mener directement l’équation 
aux diamètres conjugués. Si 
l'on égaloit simplement 4 x, 


l'équation finale acquerroit la 
forme de l'équation 4 l’ellipsa 
ou 4 l’hyperbole, mais elle se- 
roit dans le cas que nous avons 
examiné ( 3o5 J » 
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?» _ 


g?** 

4 mmnn 

qqxx 


— — — • Substituant dans l’cqua- 
4 mm 


tion [ B ) , j’ai . _ _ 

cquation qui appartient à l’ellipse ou à 1 hyperbole , tant 
qu’aucune des quantités d, wi, f etc. n est zéro; ex- 
cepté le cas où nous allons voir qu’elle n’exprimeroit 
aucune ligne possible. 

Examinons maintenant dans qnels cas la courbe 
est une ellipse, dans quels cas une hyperbole, et 
enfin dans quels cas il n’y a pas de courbe. 

Pour çet effet , dégageons y y , et nous aurons / 

qqxx qq 


yy 


+ 


' > OU , 


16 mnndd i 6 rn d d 1 I\dd 

en divisant le second membre par le coef- 
ficient de x x , et indiquant en même temps 
la multiplication par ce même coefficient , 

4 m rn n 


9 9 


^ x x — n n -{- 


) 


} ? îômnn d d \ ' q q 

équation dans laquelle les quantités q, n et d étant 
au quarré, les signes ne peuvent changer que lors- 
que m. ou r, au lieu d’être positifs , seront négatifs; 
mais le changement du signe de r n’en apportant 
aucun à ceux des quarrés y y et xx, la courbe ne 
change point par le changement du signe de r. 
A l’égar de m , s’il est négatif, l’équation est alois 
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y y = 


9 9 


C 0 V R S 
X ^ xx — n n — 


4mrnn 


16 m n n d d \ q q 

ou, en changeant les signes en haut et en bas, 
i 9 


y y = 


, , 4 m rn n x 

X ( n n + x x ). 

' et 4t • 


16 m n n d d ' * q q 

On voit donc [3o6 et 307 ) que tant que m 
sera positif, la courbe sera une hyperbole; et 
qu’au contraire, elle sera une ellipse , quand m 
sera négatif ; or la quantité m a représenté ci- 
dessus cc — 4 d e , et dans cette dernière , la quan- 
tité c étantau quarré , est toujours positive; donc 
m ou cc — 4 ^e ne peut devenir négatif qu’autant 
que 4 de surpassera cc; et cela, soit que d ett 
soient tous deux positifs , soit qu’ils soient tous 
deux négatifs. 

3i6. Donc, si Ton veut savoir dans quels cas 
une équation du second degré à deux indéterminées 
xi et t , telle que dt’+ eut + en* x 
fdt + geu-f- hd a = o, appartient à 
V ellipse ou à C hyperbole , il n'y a qu'à examiner 
si le quarré . c c du coefficient du terme ut, moins 
le quadruple du produit d e des coëjfficiens de t* 
et de u*, fait une quantité positive ou négative; 
dans le premier cas , la courbe sera une hyperbole; 
et dans le second cas , une ellipse. Il faut seulement 
en excepter le cas où r étant négatif, seroit plus 
grand que pour l’ellipse ; car alors la quantité 

4 nt r n n 


n n + 


4 ni 
4 ni rn n 




devenant nn — 


9 9 


ou 
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( 4 mr \ * . . Amr , 

1 ) CSt nC S atlVe Sl " ~ q~ CSt P^ US 

grand que 1 , ou , cc qui revient au même, si 4 m r 
est plus grandqueçÿ, ou enfin si r est plus grand 
que -r~- y ce qui rend la valeur dey , et par con- 
séquent, la courbe imaginaire. 

Il reste à faire voir comment on peut décrire 
l’ellipse et l’hyperbole que nous venons de recon- 
noître; considérons l’ellipse. 

817. Des deux équations / + ~f + — ^ 

= y , et u + — — = ■ ■ 9 1 y que nous avons 
eues pour faire disparoître les seconds termes , la 
seconde , par la supposition actuelle, que m est 
négatif, se change en u — — L. = ~ qx - ; mais 
comme n est une quantité introduite arbitraire- 
ment, on peut la supposer indifféremmentpositive 
ou négative ; en la supposant négative , on a 
« — — = . J .—— » construisons ces deux 

2 m 2 m n 

équations pour avoir la position des diamètres 
corijugués. 

La première, savoir / + if + ~J » 
fait voir que pour avoir y , il faut augmenter 
chaque t de la quantité ~f + — |j-; on mènera 
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donc , par le point A , origine des u et des t 
(fg. 4 2 ) » l a ligne A B. — if, parallèle aux 
lignes PM ou t. Par le point B, on mènera 
B Kl parallèle à la ligne A R , sur laquelle se 
comptent les u, et ayant pris arbitrairement la 
ligne B K, on mènera parallèlement à AB, la 
ligne KL qui soit à B K :: ic : d; si l’on 
tire par les points B et L la ligne indé-finie B LQ~, 
alors les lignes Q^M comptées des points où 
cette ligne coupe les lignes PM, sefont les va- 
leurs de y. En effet, on a £^M = PM + 
P(l = PM + PI +1(1 = t + if 
+ I Q~; or les triangles semblables B K L e.t 
B I Q^, donnent B K : K L :: B I ou A P : IQ_; 

c’est-à-dire» d : je :: « : / £?,= -^j- ; donc 

= t + if -(- -^r = y. Puisque les y s* 

comptent depuis la ligne L Q^, il s’ensuit (3©5 ) 
que pour que l’équation à l’ellipse , trouvéë 
çi-dessus , appartienne aux diamètres conjugués , 
les x doivent être comptés sur la ligne B L Q., 
et que le point d’où elles seront comptées , sera 
le centre ; en sorte que Q^L B est la direction 
d’un des diamètres. Voyons à déterminer ce 
centre. 

La seconde équation — = — q -^— > fait voir 
que si sur A P ou u , on prend A G = j la 
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quantité G P qui vaut AP — AG, vaudra « — 

- ? > et par conséquent ~- x - ; on a donc GP 

= S or si P ar I e point G, on mène TV G C 
parallèle aux lignes PM , le point C où elle ren- 
contrera L Q_, sera l’origine des x , et par con- 
séquent le centre; en effet , nous venons de voir 
que les x dévoient être comptées sur L or , 
lorsque GP est zéro, sa valeur — T — doitêtrezéro: 
x doit donc être zéro alors , ce qui ne peut avoir lieu 
que lorsque les x commenceront au point C ; ainsi 
les lignes QM étant y , les lignes C sont x. 
De-là il est facile d’avoir la valeur de n ; car on 
a G P = ^ j ou ( en mettant pour x , sa 
valeur C Q, et pour sa valeur A G) GP = 

— ; donc n — ; mats les 

parallèles QP , CG et AB , donnent GP : A G 

C Q^‘. B C — ■ AG qp^~ I on a donc n — 
B C ; c’est-à-dire , que pour que l’équation à 
l’ellipse trouvée ci-dessus , appartienne aux dia- 
mètres conjugués , dont les directions sont Q^B 
et CN, il faut mettre pour n, la valeur de BC, 
qui est déterminée par les constructions précé- 
dentes. 
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Il ne reste donc pins , poor être en état de 
décrire cette ellipse , qu’à déterminer la grandeur 
des diamètres conjugués; car l’angle B CN qu’ils 
font entr’eux , se trouve déterminé par les opéra- 
tions précédentes. Or cela est facile, en imitant ce 
que nous avons fait (3io). Il ne s'agi* que de 
comparer l’équation y y = - (»» + 

4 ” -"- — **), à l’équation y y =s= 


(jaa — xx). Cette comparaison donne 
— ? q et jaa— nn + 


bb 
a a 
4 m n n r 


i ftmddn n 


9 9 


_ . l6 mnrtr \ L 

donc a = \/ ( 4n n + — — — J , et b = 

V(-^7r+ TT); « puisque n, m, q, r,d 
sont toutes des quantités connues , on a donc les 
valeurs des diamètres conjugués a et b , avec les- 
quelles, et connoissant d’ailleurs l’angle B CN 
qu'ils doivent faire , on décrira l’ellipse de la 
manière qui a été enseignée ( 25 î ). 


3i8. Remarquons que si les valeurs de a et de b sont 
égales, et qu’en même temps l’angle BCN ; soit droit, la 
courbe es.t alors un cercle. Si l’on veut déterminer dans 

' t'yj'tt ^7.'. ',-vV 

quels cas cela aura lieu , il n’y a x°. qu’à supposer dans 
notre équation à l’ellipse , que , — = i > c’est-iU 
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dire, que y q = lômddnn, ce qui donne nn =3 
— ; ? ? - • S°. Si l’angle B CD est droit , on doit 
avoir (BC)* + (CD)* = (^>)» = (AG)*; 01 
BC = n; et les triangles semblables B CD, BLK , 
donnent B K î KL ” BD ou AG ; CD, c’ctt-ù-dire , 
4 


i£ :: : CD, d’où l’on tire CD = 

1 m t\md 


donc 




+ 


qqcc 


— 


, OU m -f- 


16 m d d 16 m m d d 4 mm 

ee = 4 dd; mais puisque m est négatif, on a cc — 
4 de = — m , ou nt =3 4 dt — ce; il faudra donc que 
4 de = 4 dd, ou que d = f. 


3 1 9. On voit donc que pour savoir si la courbe 
est un cercle , une ellipse ou une hyberbole , il est 
inutile d’avoir égard aux trois derniers termes 
fit, g eu , et h d* de l’équation il* + eut 
+ + fit 4- geu + h d*=^o; cela 

dépend seulement des trois premiers , en sorte 
que si d, c et e sont tels que c c — 4 de soit 
positif, la courbe sera une hyperbole ; elle sera 
une ellipse, si au contraire c c — e est négatif, 
excepté le cas où l’on aura en même temps 
d — e, c’est-à-dire , où les deux quarrés u* et 
l * auront le même coefficient, alors elle sera un 
cercle , si l’angle B CD résultant de la construction 
précédente est droit. 

3 so, Tout ce que nous venons de dire, à l’cx^ 
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ception de ce que renferme le numéro 3 1 8 , 
s’applique également à l’hyperbole, c’est-à-dire , à 
1 équation yy {xx—nn + -^-), 

à la différence des signes près. Ainsi en relisant 

t 

tout ce qui précède et l’appliquant à la figure 43, 
il n’y a d’antre changement à faire que de porter 
A G h l’opposite de A P , ce qui est indiqué par 

l’équation u = - qx > que l’on a eue 

d’abord ( 3 1 7 ). Du reste , tout est le même en 
changeant le mot ellipse en celui d'hyperbole. 


Dans les differens cas particuliers, les quantités AG, 
B K, AB, KL, [Jig. 4s et 43) peuvent se trouver dis- 
posées tout au contraire de ce que l’on voit ici; mais 
ces changemens seront toujours indiqués par les signes 
des quantités d, c, f, m, q, etc. dans les équations 

* + !/+-£ = j. « “+ q« 


2 m 1 mn 

l’on a en faisant disparoître les seconds termes* 


021. Il nous reste deux cas à examiner; ce 
sont i°. celui où l’on auroit cc — \de = o\ 
2 0 . celui où l’on auroit tout-à-la-fois d = 0 , et 
e = o. 

Dans le premier cas, c’est-à-dire, lorsque 
cc — 4 de = o, ou c c — \ dc , la courbe 

est 


Digitized by Google 


DE M A r H è M A T 1 (LU E S. 36g 

est une parabole. Comme la quantité m est alors 
zéro, la construction précédente devient inutile; 
parce qu 'après avoir fait' évanouir le second terme 
par rapport à / , le terme ne s’y trouve plus. 
Ce cas se reconnoît facilement en examinant si 
dans l’équation , onacc = c’est-à-dire , si 

les trois termes t x , u t et u* forment un quarré ; 
car de ce que a = 4 de on déduit c = 2 q/ d e, 
ce qui change les trois premiers termes de l’équa- 
tion, en dt 1 4- 2 ut y' d e + eu*, qui est le quarré 
de t y' d + u -\/ t. 

Dans ce cas on fera, comme ci-devant, dispa- 
roître le second terme , par rapport à t , et alors 
l’équation se réduira, en opérantmot à mot comme 
ci-dessus , k 4 d d y y = r + ju; alors pour 
ramener cette dernière à la forme y y = p x , 
qui ( 3 oi ) est celle de la parabole rapportée à un 
diamètre dont les ordonnées sont parallèles à la 
tangente au sommet de ce diamètre , on dégagera 

yy, ce qui donne y y = on fera ce 

second membre égal à une nouvelle indéterminée 
•x, multipliée par une quantité n que l’on détermi- 
nera comme on va le voir; c’est-à-dire, qu’on 
fera ■■■ + ■ — nx; alors on aura y y — n x. 

11 ne s’agira donc plus que de construire l’équation 

f .+ if + -JT — > > <I ui a 5ervi a faire 
Algèbre, A, a 
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disparoître le second terme par rapport à t , et 
l’équation - T - = n x , qOi aura servi à la 
seconde . réduction. La première de ces deux 
équations étant précisément la même que celle 
que nous avons construite ( 3 1 7 ) , se construira 
de même ici; ainsi il 11’y a qu’à appliquer à la 
jgure 44, mot à mot ce qui a été dit ( 317 } 
pour la Jigurc 42 , relativement à la construction 
de t + -j/ H — ^ —y> les y seront les lignes 
( Jig . 44 ) , et l’on aura B L pour la di- 
rection du diamètre sur lequel les x doivent être 
comptés. 

Pour déterminer l’origine desx, et par consé- 
quent le sommet de ce diamètre, on emploiera 
l’équation =»x, qui donnant u ~- 

__ j^ddn j ^ f a j t vo j r q UC s j p Qn p rcn( j à l’opposite 

de AP, la quantité A G = > on anra 

G P = , puisque GP = AP + A G = 

u -) — - ; donc si par le point G, 

on mène GCD parallèle aux lignes PM, et qui 
rencontre Q^LB en C, le point C sera l’origine 
$les x , puisque l’équation GP— fait 
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voir que quand GP est zéro, * doit être zéro, 
et que d’ailleurs les x devant être comptés snrlq 
ligne de laquelle partent les y , doivent être 
comptés sur B Q. 

Il ne s’agit plus que de déterminer le paramètre 
n. Or on vient de voir que G P = • 

mais les parallèles CD et Q^l donnent B C : Bü 
ou A G :i C : D 1 ou G P ; c'est-à-dire, 

B C : — : - 4 --- d - nx - ; donc B C = — ~ / 

donc n — -^ Bc ' x dd ; or r et d sont donnés 
dans l’éqüation , et B C est déterminé par la 
construction; on connoît donc n ou le paramètre 5 
d’ailleurs cette même construction détermine en 
même temps l’angle des coordonnées C ^et QAi 
ou r et;; il est donc aisé de construire la parabole 
selon qu’il a été enseigné ('Ô02). 

3î 2. Puisque l’équation générale appartient à 
la parabole lorsqu’on acc = 4de,il s’ensuit que 
lorsque le produit « t des deux indéterminées ne 
Se trouve point dans cette équation , il faut pouf 
qu’elle appartienne à la parabole, qu’il y manque 
àussi un des deux quarrés t % ou m* ; car c étant 
alors zéro, l’équation ce — ±dc ou 0 = 4 de, 
fait voir que d ou c = o, 

3 s 3 . Si les deux quarrés sont tous deux dan* 

A a à 
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1’éqnation , et que le produit ut ne. s’y trouve 
point , alors la construction donnée ( 3 1 7 ) et qui 
convient aux figura 4a et 43, devient plus 
simple, parce que c étant zéro, la ligne KL est 
zéro , et BL tombe sur B K, qui devient alors 
un diamètre; les lignes des x et des y sont donc 
parallèles à celles des u et des t. Dans ce même 
cas , l’évanouissement du second terme par rapport 
à u se fera sans employer l’inconnue n , parce que 
B C qui est n ( 3 1 7 ) étant alors égal à B D ou 

à A G, on a n = - - > ce qui réduit l’équation 
« 4 - — - — = • <,T qu’on a eue pour faire 

a m 2 m n 1 * 

disparoître le second terme , par rapport à u, à 
celle-ci u d — = x. 

2 m 

Ilsuitde-là, qu’outre les conditions mentionnées 
( 3 1 S ) , il faut dans le cas présent, pour que la 
courbe soit uncercle , que l’angle des coordonnées 
u et t soit droit. 

324. Lorsque le produit u t se trouve dans 
l’équation , si après avoir fait évanouir le second 
terme par rapport à l’une des deux indéterminées, 
par exemple , par rapport à t, il ne se trouvoit 
plus d’autre puissance de l’indéterminée u, que le 
quarré , alors quoiqu’il n’y ait plus de second 
terme à faire disparoître , il n’en faudroit pas moins 
faire une transformation qui consisteroit à faire 
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c = étant une fraction inconnue, mais 

n n 

que l’on détermineroit lors de la construction ■, 
d’une manière semblable à ce que nous venons 
de faire ( 33 i ). Nous en donnerons un exemple 
plus bas. 

3 î 5 . Si des trois termes /* , ut , et w“ , il ne 
manque que l’un des deux quarrés , l’équation 
appartient toujours à une hyperbole, ou n’exprime 
aucune courbe ; parce que si i ou e est zéro , la 
quantité c c — 4 d e. se réduisant à c c, est essen- 
tiellement positive. 

3264 Enfin si les deux qnarrés t* et «’ manquent 
en même temps, auquel cas on a une équation 
de cette forme , g u t ht — k u — l — o ; 
g, h,k,l pouvant être indifféremment positifs 
ou négatifs ; on peut encore faire usage de la 
construction donnée ( 3 1 7 ). L’équation appartient 
à l’hyperbole rapportée à ses asymptotes ; mais 
comme les abscisses et les ordonnées nesontpoint 
comptées du centre, on les y raméneta de la 
manière suivante. 

On dégagera le produit « t ; ce qui donnera 

•u t + ht — — 1 — o. On fera 

s g g 

la somme des quantités qui multiplient u , égale 

k 

aune indéterminée 7, c’est-à-dire, t = y, 

A a £ 
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k 

ce qui donne t = y + — ; substituant dam 
l’équation u t + ~~J~’ ctc * — o , on aura 

uy + —y + yj — = o ; apres cette 

transformation , on fera la somme de toutes les 
quantités qui multiplient^, égale à une nouvelle 
indéterminée x , c’est - à - dire 

g 

Ce qui réduira l’équation à xy -f = o , 


l fl fc , . « ,,, 

ou xy = qui appartient a 1 hypetr 

S S ë 

bole entre ses asymptotes , les abscisses x étant 
comptées depuis le centre sur une des asymptotes, 
et les ordonnées y étant comptées depuis cette 
asymptote parallèlement à l’autre ; enfin la puis- 


/ hk 

sance de cette hyperbole est ( 28a ). 

S s $ 

Pour construire cette hyperbole , on cops* 
truira, de la manière suivante , les deux équations 
t h -~ = y , çt u + — = x qui ont 

servi à réduire, La première fait voir qu’il faut 

' . k 

diminuer chaque t de la quantité — pour avoir y. 

On mènera donc par le point A (Jig. 45 ) , 

origine des u et des t, une ligne A B parallèle 

aux lignes PM ou C, et égale à y ; tirant 

ensuite par le point B la ligne C B parallèle 
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à A P, les lignes seront les y , puisque 

Q_M = PM — P £ = P M — AB =s 



Pour avoir les x , l’équation u + fait 
voir qu’il faut augmenter les «, c’est-à-dire, les 
lignes AP , de la quantité -j-; on portera donc 

à l’opposite de AP, la ligne AG = et 
tirant G S parallèle aux lignes PM 1 1 qui ren- 
contre B en C , C sera x , et C sera le 
centre de l’hyperbole dont C et CS seront 

les asymptotes ; ayant les asymptotes et l'équation 
l hk 

xy = — on décrira l’hyperbole de la 

manière qui a été enseignée ( 289 ). 

Si les trois premiers termes /* , u t et u* man- 
quoient dans l’équation , alors elle n’exprimeroit 
plus qu’une ligne droite dont la construction est 
facile après ce que nous avons dit sur la construc- 
tion des équations qui ont servi aux réductions 
précédentes. 

S27. Ainsi i°. toute équation du second degré 
à deux indéterminées expri me touj ours une section 
conique , ou n’exprime aucune courbe possible. 

A a 4 
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2 0 . Cette courbe est ellipse , on hyperbole on 
parabole , selon- que le quarré du coefficient 
du produit « t des deux indéterminées , moins 
le quadruple du produit des coëfficiens des deux 
quarrés t* et «“ est négatif, ou positif ou zéro; 
et en particulier elle peut être un cercle , lorsque 
ce même résultat étant négatif, les coëfficiens de 
u 1 et t 1 sont égaux. 3 °. Et pour ramener toute 
équation appartenante à une section conique, aux 
équations que nous avons données en traitant de 
ces courbes , il faut se conformer à ce qui a été 
enseigné ( 3 i 5 , 317 , 320 , 3 ai , et 326 ). 

Application de ce qui précède , à la résolution de 
, quelques questions indéterminées. 

3 28. Pour faire connoitre l'usage des transformations 
que nous venons d’enseigner , proposons-nous pour pre- 
mière question, de trouver guette est la courbe ( fig. 46) 
dont les distances de chaque point M o deux points fixes A 
et B seroient toujours dans un même rapport , marqué par 
celui de g à h. 

Imaginons que de chaque point M, on ait abaissé une 
perpendiculaire MP sur la ligne AB; cherchons la rela- 
tion de tes perpendiculaires, avec leurs distances A P su 
point A; et pour cet effet, nommons AP, u; PM, t; et 
la ligne connue AB — c. 

Cela posé , le triangle rectangle A PM donne A M = 
l/ [(AP)* (P.M)*] r= j/ (su II), et le triangle 

rectangle BP M donne B M , = \/ [( B P )* + (P M)* ] ; 
or B P =. A P — A B — u — c ; donc B M = 
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y/ ( «“ — 2 eu c c -{- / t ) ; puis donc que l’on veut 
que AM B M y. g Z h , on aura ÿ [uu + tt) ; 
\/ ( u a — 2 cu-j-cr-)-f/) ;; g ; A? donc A \/ [uu 1 1) 
— g y/ (“* — 2 ca + cc + 11), ou ’ en quarrant, 
hhuu + hhtt = g gu u — 2 ggcu + £gcc + ggtt, 
ou ( gg ~ hh ) «« + [gg — kl ‘) “ — *ggcu + g gcc = o, 
équation qui (3l8) appartient au cercle , puisque les deux 
quarrés uu et tt , ont, dans le même membre, le même 

! -, V 

signe et le même coefficient. 

Pour ramener cette équation i la forme y y = i aa - xx 
(3 17 ) , je vois que n’y ayant point de second terme 
par rapport i t, il suffit à l’égard de cette indéterminée , 
de supposer t = y, ce qui donne (g g = AA) uu + 
( gg — AA) yy — *gg c * + ggc c = o ; il faut donc 


A présent, faire disparoître le second terme par rapport 
i u ; et comme le produit u t ne se trouve point dans l'é- 
quation, il suffit (323) d’employer la règle donnée (3l3). 

, , , , . use c u 

Je dégagé donc uu, et j ai ua — ^ — • = 

ë ë 11 
ëë c _ 

gg-hh 


~ ëë 1 


yy ; je fais a — 


ëë ~ hh 

quarrant , et substituant au lieu du premier membre , 

«4 c c 

u u + etc. sa valeur xx — j —, — qu’on aura 

1 (gg — AA)» ^ 

par cette opération, il me vient xx 

— ëë cc 


ë' cc _ 


ëë — A a — 

équation qui étant comparée à l’équation yy = £ aa — xx, 

, , h h es co , 

me donne |a« = ~ (gg — . h A) a " ’ et J* ar consec l uellt 


(es — AA ) a 

hhg g gg 
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le rayon £ a = — • Il ne s’agit donc plus que 
de déterminer le centre, qui doit être sur ABP t 
puisqu'on a I — y. Or l’équation a — - — — *» 
qui a servi 4 réduire , fait voir que pour avoir x , il 


faut diminuer a de la quantité * on P ren( ^ ra 

8 8 ' 

donc AC = S & c t et alors CP sera x, puisqu'il 

gg — hh r 

vaut AP — AC, c’est-i-dire , a — C , ; ainsi 

gg — hh 

du point C comme centre , et du rayon — on dé- 
ciira un cercle ; chaque point M de ce cercle aura la 
propriété dont il s'agit. 

Au reste , on peut trouver le centre et le rayon 
d'une manière assez simple , par le moyen de la pre- 


mière équation au — 


2g a CU 


gg — hh gg — hh ” 

car puisque le centre doit être sur A P , ainsi qu’on 
vient de le remarquer, si l'on fait y = o , on aura, 
en résolvant l’équation , les deux valeurs de a qui 

VJ» i- '* - 7 ■,' * A ■ ■ .,i * 

expriment les distances AD, AE auxquelles le cercle 
D ME rencontre la droite A B ; prenant donc le mi- 
lien de DE, on aura le centre et le rayon CE- Or 

— ggee 

gg — h h ~ gg — A A' 1 


si Ton résout l’équatioh u % ■ 


on auru u 


— e%c -b t/ ( 8B hhcc V _ 

“ ,88- hk V \lgg-M ¥ J ~ 

g*c zt ehc s c (s ± h) . , , 

^T-r- = - — - — T— — , . qui donne ces deox 

* g g — hh (g — h) (g + h) * 

valeurs u = — — AD, et v = — ^-r- 

g + * e — h 
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3 îg. Nous prendrons pour seconde question , celle-ci j 
T rouvcr hors de la ligne donnée A R ( fig. 47 ) tous let 
différent points M, tels quen tirant aux deux points A et R, 
les lignes MA, MR, T angle AMR soit toujours égal à 
un même angle donné. 


Représentons par r le rayon des tables , et par m la 
tangente de l’angle donné, auquel AMR doit être égal, 
abaissons la perpendiculaire M P ; nommons AP, u ; 
PM, t{ AR, b; alors PR sera b — u. 

Rappelons - nous ces trois propositions démontrées 
( Géométrie 282 , 286 et 287 ) , savoir , que si A et B 
sont deux angles, on a . 


i°, sin. (A + B ) = 


siu. A cos. B -+■ sic, B cos. A 


*°. cos. ( A -J- B ) = 
3 °. tang. ( A -f- B ) = 


cos. A cos. B — sin. A sin. B 


r siD. (A 4- B) 


coi. ( A B ) 

Cela posé, les triangles rectangles APM, R PM 
donnent ( Gèom. 299 ) A M : A P ;; r : sin. AMP ; 
AM : PM :: r : sin. MAP ou cos. AMP; RM 

: rp :: r : «». rmp-, rm : pm :: r : .< i ». mrp 

ou cos , RMP; d'où l’on tire sin. A M P = j 

A il 

, „ r X P M . _ _ r x R P . 

eos. AMP = — ; sm. RMP = 


A M ’ R M 

COS. RMP = IJLlJL. donc, puisque AMR — 

A M P R M P , on aura , par les formule» qo’on vient de 

___ 1 s d ex AP * PM + r x HP y PM 

rappeler, sin. AMR = -L±- — 

si. M x RM 

PM t A . tn rx{PM)* — rxAPxRP 
<*>• = * 


rxARxPAI 
AA Ix RM * 
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, r sin» AMR . ,, _ 

donc ■„ - — — , ou tang. AMR. 


cos. AMR. 

• x AR x PM 


! ou , en mettant les valeurs 
rbt 


PM a — AP x RP 

algébriques, et réduisant, m = , ou 

6 ’ tt — b u + uu ' 

tnt l nmi — t» i u — r 4 i = o , équation au cercle , 
ainsi qu’on devoit bien s'y attendre. 

Pour déterminer le centre et le rayon, il faut ramener 
cette équation à la forme y y = |aa — x x. Pour cet 
effet, je dégage tt, ce qui me donne tt — t — 

rb 


bu 4" uu — °i j e fais ( 3 1 3 ) t — 


+ JT opé- 


rant comme i l’article cité , mon équation se change en 
y y - — l« 4- s» + o. Reste donc i faire 

4mm 

disparoitre le second terme, par rapport à u ; et puis- 
que le produit ut n’entre point dans l'équation , je 
fais ( 3a5) simplement u — — — x; opérant de- la 


même manière, l’équation devient y y — 


rrbb 
4 mm 


rbb 


b b b b 

XX T = O, ou yy = — - + — 

4 4 4 mm 

qui étant comparée avec l'équation y y ~ ^aa — xx.* 

, . b b rr b b , 

me donne ±aa = — par conséquent 

_ t / / bb . rrb b \ 

le rayon Ta = ÿ (— + 

Pour trouver le centre , et déterminer en même 

temps ee rayon , l’équation t — ■ ' b • =r y , m'apprend 

que si je mène AB parallèle à PM, c’est-â-dire , si 

j’élève au point A la perpendiculaire AB = — — -, «t 


/ 
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si je mène B C Q_ parallèle & A R, les lignes M seront y , 

puisque QM = PM — P Q_ = PM — AB = t — 

- r ^ - = ». Mai» l'cquation u — — = x , me fait 
a m ' * a 

voir que si je prends sur A R la partie A G = > 

GP sera x , puisque G P — A P — AG = u — — - 
= x; donc, si par le point G, je mène GC parallèle 
à PM, le point C sera le centre. D’ailleurs, si l’on 
dre AC, on aura, à cause de l’angle droit. G, A C =3 

VU* G) + [GC)n = v{-^ +•%£)'*<! 

sera donc le rayon. 

Cette construction se réduit donc à élever sur le mi- 
lieu de A R la perpendiculaire GC = , et à dé- 

11 an» 

cxiredu point C comme centre, et du rayon CA , un cercle; 
tout angle MAR qui aura son sommet à la circonférence 
de ce cercle, et qui passera par les points A et R, sera 
égal à l'angle donné. Or pour construire la quantité — r ^~ >' 
il n’y a autre chose à faire qu’à mener une droite AO, 
qui fasse avec A B l'angle B AO égal à l’angle donné ; elle 
coupera G G au point cherché C; car dans le triangle 
rectangle ABC, on a r ; lang. BAC t; AB ; BC 

ou AG; c’est-à-dire , r ; m “ AB ; £4; donc AB 

» rb 

ou GC — 

2 m 

On peut voir encore aisément , que tout se réduit à 
mener par le point A la ligne A 0 qui fasse avec A R , 
l’angle R A O égal au complément de l’angle donné ; 
cette ligne coupera en G la perpendiculaire clevée sur 
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le milieu de A R ; en sorte que C sera le centre, et CA 
le rayon. 


33o. De-li il est facile de résoudre la question suivante i 
Connaissant la position des trois points R, A, R', ( fig. 48 ) 
et les angles sous lesquels on voit les lignes R A , A R', d'un 
certain point M , trouver ce point M P 

Sur les milieux G et G' des deux lignes Ri et R'A t 
en élèvera les perpendiculaires GC et G'C' ; par le 
point A , on mènera les lignes AC et AC' faisant 
avec A R et A R' , chacune avec chacune , les angles 
RAC , R' A C égaux chacun au complément de l’angle 
RM A, R' M A sous lequel la ligne correspondante est 
vue. Des points C et C comme centres , et des rayons 
ÇA et C' A , on décrira deux cercles qui se coupe* 
ront en A et en M ; le point M sera le point cherchét 
C’est une suite évidente de la solution de la question 
précédente. 

Ce problème peut servir i marquer sut la carte d’un 
pays la position d’on point d’où l’on a relevé trois ob* 
jets connus. 

Si les angles observés ARM, R' M A étoient égaux 
aux angles R R’ A et R' RA, alors le problème ne se- 
roit plus déterminé, les deux cercles se confondtoient, 
et chaque point de leur circonférence satisferoit à la 
question. 

33i. Pour troisième question, il s’agira de trouver la 
coutbe ou les courbes qui auroient la propriété suivante] 
A 2 , AT (fig. 49 ) sont deux lignes qui font entr elles un 
angle donné quelconque ; il s'agit de trouver les courbes dont 
la distance de chaque point M à un point fixe F pris sur A Z* 
toit toujours dans un même rapport avec la distance MT du 
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même foint M à la droite AT, cette distance étant mesurée 
parallèlement à A Z ? 

D'un point quelconque M de cette courbe, imaginons 
la ligue MP parallèle à AT, et la perpendiculaire MS 
»ur AZl l’angle MP S est donné; c’est pourquoi son 
sinus et son cosinus sont censés connus; nous les nom- 


merons p et q , en représentant par r le rayon des 
tables (*). Nommons AP, u ; et PM, t; la ligne con- 
nue AF, c. 

Cela posé, dans le triangle rectangle MSP, nous 
aurons ( Géométrie 299) r ; sin. MPS y, M P l MS, 
et r î sin. PM S ou cos. MPS :: PM PS; cest-à- 

dire , r : p :: t : ms et r : q :: t : ps 

= Donc FS = PS — PF = PS — AP + 

r 1 

y f 

AF =* — — u + ej or le triangle rectangle JM JF 

donne MF = ÿ [(MJ) 1 + (FJ)»]; donc 

MF=y fl-— + 1— i— + n» + —L 2 cu+cc J ? 

ou [parce que ( Géom . 283) p‘ -f- j* r= r*] on aura 
M F = [/ ( l* — — (- u* -| — tllL 2 eu -{- ce); 

puis donc que MF doit être i^MT ou AP, dans un 
rapport donné , si l’on représente ce rapport par celui 


(*) On peut supposer , comme 
nous le faisons ioi,' que les quan- 
tités p,q,r, sont données par les 
tables de Trigonométrie ; mais 
on peut les déterminer par une 
eonstruction simple en faisant 


un triangle rectangle qui ait un 
de ses angles aigus, égal à l’angle 
donné MPS, et une hypotbé- 
nuse telle que l’on voudra. En 
prenant celle-ci pour r, les deux 
autres côtés seront p et q. 
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de gi h , on aura . 

»/(<’ 


mu + u- + * qct - 

* ' * r 


a eu -f- ce) ; a 


;; g- ; A, et par conséquent, gu = 

h »/(l“ 


3 . q u t 2q C t 

— - (- U 1 -\ — 2 CU + ce) , OU 


en quarrant, et transposant ensuite, A a * a 


a q h*ut 


(A 1 — «* + 


■xchïqt 


— 3 ch 1 u + A 1 c’ = O, équa- 


tion qui renferme les sections coniques (3l5 et suiv.) , et 
qui (3i6) appartiendrai l’ellipse si le quarré de — j 
moins le quadruple de A’ multiplié par A 1 — g * est 
négatif ; c'est-à-dire , si — — — — 4 A 4 + 4A*£ Î ou 
4 t) 1 h * — 4r»/i4-4-4r» A» g» 


est négatif ; ou ( parce que 

», ,1 

, Ar*h*e* — A p* At 

»* — g* = p* ) si — 2-^ est négatif ; au 

contraire , elle appartiendra à l’hyperbole si 

4r»A»g» —• 4P A4 — es{ p 0S 2tif. Elle sera à la parabole 

*i /|r A — /|P est zéro ; c’est-à-dirt, si 4r* A* g* = 

r 2 

4 /j ! 1 A 4 , ou si rg = A ; enfin la courbe sera un cercle 
lorsqu’on aura A 1 = A 1 — g a , ce qui ne peut jamais 
avoir lieu qu’auiant que g sera zéro , ou que A sera 
infini, parce que dans ce dernier cas on doit négliger g* 
vis-à-vis de A a . 

Si l’on veut maintenant construire la courbe dans chacun 
de ces cas , il n’y a qu’à imiter ce que nous avons fait 
(3i7 et suiv. ); comme nous avons alors opéré sur l’el- 
lipse , pour faire voir la similitude des opérations et des 
constructions à l’égard de ces deux courbes, nous allons 

ici 
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ici appliquer à l’hyperbole ce qui a été fait au même 
endroit cité , c’est-à-dire , chercher à ramener notre équa- 
bb 

tion , à la forme y y =r -jj- ( x x — jaa). 

Je dégage donc t % dans l'équation trouvée ci-dessus , 
ce qui me donne t* +• ^ ~7~) ‘ + ~ f) “* 

— 3 eu -(- c* = o. Pour faire disparoitre le second 

. . c . cq qu 

terme, par rapport a I, je tais t -( — — , = y, 

ce qui , en quarrant et transposant ensuite , me donne 


+ (• 


ie q 


iqu \ 

T-) ‘ = ” “ 


C a ÿ a 


+ 


2-c q* u 




, et par conséquent , en substituant , 


yy 


c*q* 


+ 


2cq*u 


r » 1 r a 

8 eu -J- C a = O. 


£ +(-£)>- 


termes 


Il faut donc maintenant faire disparoitre le second 
terme par rapport i u ; mais auparavant j’observe que les 
q' “* . ( g* \ a «* . 

— — + “ > ° u --V- +• 

u % r 5 w a — j 3 « a g 3 « a » i . 

a — — , ou — — r- — se réduisent 

/i a r a A 3 

. » 2 w a tf 3 « a . . 2 c q a u 

à — — jr^— , et les deux termes — — us, 

2cq*u — 

OU pp 

C a 0 a C* p* 

les deux termes — — - — + c®, se réduisent i H ; 

r® 1 1 r 3 

parce que r a — q* =/> a . L’équation se change donc en 


2C q* u — 2cr a u , . . , îcp a u , 

— se réduisent a — — - — ; de 


meme 


r + - 


2C p* U 


i _ 

r a 


g-* »•* 

A» 


— o , ou chas- 


sant les dénominateurs , et faisant ensuite ( pour faciliter 
le calcul) p*h* — r*g* = r*ii, r*h*y % -f- c*h‘p* — 
3 ch* p* u -{- r*k*u* = 0. 

Algèbre , B b 
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Dégageons donc u* , ce qui donne « a 


acA a j> a 
~ r*k‘ 


u -f 


h* . , e a /, a p a r • ch*f>* ch*p*x 

-, — 1 ^ r— = O ; et faisons u — = — ~ — , 

À* ' ‘ r a A a r a A a r a A a n 

en introduisant l'inconnue n, parce que le produit ut 
le trouve dans l’équation primitive (3i5). Alors en 

opérant comme ci-dessus, nous aurons, après la substi- 
a Afp^x a c a M p+ . h* 

+ tt y' + 


tution faite , 


r* A+ n a 


H A-t 


c' A* p a . , r A a 

. — = o, ou supprimant le facteur commun , e t 

laissant y a seul dans un membre , nous aurons y * = 

c a /i a »4 j a c a p a . c a /i a »4 . , 

r-^ — — — A -r:— , ou , divisant le second 

rS A a n a r a 1 r4A a ’ 

membre par le multiplicateur de x a , et indiquant en 

meme temps la multiplication par le même multiplicateur , 

’ = ~ TFF < x + “FTP nn) 5 mais 

puisqu'il s’agit de l’hyperbole , il faut remarquer que la 
quantité r a é a , qui n’est autre chose que f*A* — r‘g % , 
est négative , puisque , selon la remarque que nous ve- 
Boas de faire ci-dessus, S— 


4A a 


r* r» 

(r a £* — p* h* ) doit être positif pour que la courbe soit 
une hyperbole. Ainsi il faut rendre A a négatif, en ob- 
servant lorsqu'on voudra mettre sa valeur dans l’équation , 
de remettre pour cette valeur, la quantité r‘g* — 

au lieu de />*A a — r a g a } l’équation devient donc 
r*A a p4 , , _ 

9 = rik >n*“ "" *»)* C °®P ar * nt « elte 

équation avec y a = — - (x a — fis), pour déterminer 

. , i* c a /i*pt 

tes diamètres conjugues , ou aura et 
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p a /i* 


+ n n >' d'où l’on tirera aisément a et b s 
c’est-à-dire , les deux diamètres conjugués , que nous allons 
voir être les deux axes mêmes de l’hyperbole. 

Déterminons donc la direction des diamètres conjugués 
auxquels notre équation réduite se rapporte. Conformé- 
ment à ce qui a été fait (3i7 ), il faut construire les deux 

, . , cq qu cù“p» ch'p 1 r 

équations t -4 = », et a = — £ — ; 

^ ' r r / r*k* r*k*n 

mais comme nous venons d'observer que à* est négatif 

dans le cas de l’hyperbole dont il s'agit ici , il faut chan- 

■ .% , c h" p* cflip*! , 

ger cette dermere , en « j = ~r^ n ~ > J e ne 

change point le signe du terme affecté de x , quoique à* 
y entre , parce que la quantité n peut être prise arbitrai- 
rement positive ou négative. Il faut donc , en continuant 
d’imiter ce qui a été fait an même endroit cité , mener 
par le point A parallèlement à PM la ligne A £ = — — , 
et tirant par le point B la ligne DI parallèle à AZ, 
prendre arbitrairement B K , et mener KL parallèle à 
PM, et telle que l’on ait B K ; KL ” r q; alors 
si, par le point B et le point L, vous tires LBQ_ qui 
rencontre les lignes PM en les lignes QM seront y. 
Car QM — PM — PQ = PM — QI + P 1 =s t 

— QI -f- ; or les triangles semblables B KL et 

B QI donnent B K KL ;; Bl ou AP ; QI; c’est-à- 
dire, r ; j ;; a ; Î-; donc Q^M =c t — 

— + — = ». 

r * r '* 


Bb n 
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Mais on peut abréger cette construction , en menant 
tout de suite du point JF la ligne F B perpendiculaire sur 
TA ; car il est évident que l’angle F AB est égal à AP M, 

et que par conséquent dans le triangle rectangle ABF , 
oc . . 

on a r : 7 C : B = — — ; ainsi puisque QM est pa- 

rallèle i AB, les y sont perpendiculaires sur B ()., et par 
conséquent B £ est la direction d’un des axes, dont l’autre 
par conséquent est parallèle à @ Ai- 

n ne s'agit donc plus que de déterminer le centre. 


c h* p* 

Or la seconde équation u 


ch*p*x 
r* A 2 n 


, fait 


voir qu’il faut prendre , à l’opposite des u , la quantité 

C 

^ = -sr- " •tirer G C parallèle i P M ou perpen- 


diculaire & B Q, qui déterminera le pont C pour l’origine 
des x, et par conséquent pour le centre. En effet les x 
doivent être comptés sur C Q _ , puisque les y se comptent 

. . ch*p*x 

depuis cette ligne ; or 1 équation « + — , 
ou AP 4- AG = , ou G P fait 

1 n n 

voir que ces lignes x commencent en même temps que les 
lignes G P ; donc les lignes x doivent commencer au point 
C , et sont -par conséquent Cf^; donc le point C est le 


éentre. 

On s’y prendra d’une manière semblable pour l’ellipse. 

A l'égard de la parabole, puisqu'on a, dans ce cas, 
r g — p A , ainsi qu’on l’a vu ci-dessus , l’équation que l’on 
a eue en y et u, après l’évanouissement du second terme , 
par rapport k t, et après avoir introduit pour r* — 
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sa râleur , devient, en mettant dans la valeur de à 1 , 
au lieu deg-, sa valeur tirée de rg=ph, devient. 


c 1 P* 

d>»-j e • T* H — 


%cp % u m a cp % tà. 

— = o,ou;* = — — - 


n* ^ 

— Pour la réduire à la forme ordinaire de IV- 

r 1 

quation à la parabole , on fera donc , conformément à 
ce qui> a ete dit ( 3ïi ) — — — - — = «x.;, 

* r® r* 

ce qui donnera y y = n x ; et ayant construit de la 

même manière que dans le cas précédent , l’équation 

, c a au . 

t -) — — =:), q»on t eue pour 1 évanouisse- 

ment du second terme par rapport à /, on construira IV- 

i cp % U 


quation 




= nx, d’une manière ana- 


logue à ce qui a été. fait (3aj ) ; c’est- À-dire , qu’ayant 


lep 1 


• , on prendra 


dégagé u, ce qui donne u — jt = 
sur A P [Jig. 5o) la partie AG = ^c, et tirant G C pa- 
rallèle i PM, le point C sera l’origine des x qui. seront 
C Q ; en sorte que Casera l a direction du diamètre, le- 
sommet de ce diamètre sera en C; et son paramètre sera n, 

que l’on déterminera ainsi; puisque AG — je, on a 
_ ^ . r 1 n x r 2 n 

GP = AP — AG — u — je = — x. 

UC p* UC p* 

CO; donc » = \ ■ : or les patallèles PO 

r 1 x c y • 

CG et AB donnent C Q ; GP lî CF l G F ;t B P 

* AF; c’est-à-dire, &(> G P ’.l B F l. c , donc GP — 

mettant pour GP cette valeur dans celle 
B r 

». / îfV* . , • 

ae n, oq- aura n = ^ K » quantité connue , puis- 

Bb 3 
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que c, fri r sont des quantités données , et que B F 
est connue par la construction. Mais on peut simplifier 
cette valeur, en remarquant que le triangle rectangle FA B 

donne r : p ” JF". BF “ c \ BF; donc BF = ; 

, a ( fl F)* _ _ 

par conséquent n = — -- — = 2 B r. 

Application des mêmes principes à quelques questions 
déterminées. 

33s. Après avoir résolu la seconde question indéter- 
minée que nous nous sommes proposée (32g), nous en 
avons fait usage (33o) pour résoudre une question déter- 
minée. Nous avons tacitement considéré cette dernière , 
comme en renfermant deux autres toutes deux indétermi- 
nées , et qui étant chacune de même espèce que la pre- 
mière , ont été résolues , chacune de la même manière. 
L’intersection des deux courbes ou cercles qui étoient le 
lieu, de chacune de ces deux questions partielles, a donné 
la résolution de la question déterminée. Lorsque l’équation 
finale qui exprime les conditions d’une question , passe 
le second degré , on s'y prend d’une manière semblable 
pour la résoudre. Dans les cas où l’on pourroit n’employer 
qu’une inconnue , on en emploie deux , et l’ou cherche à 
former par les conditions de la question deux équations qui 
étant construites séparément , donnent chacune une courbe 
dont chaque point satisfait à l’équation qui lui appartient ; 
si le problème est possible, les deux courbes se rencontrent 
•n un ou plusieurs points selon que la question est suscep- 
tible d’une ou de plusieurs solutions , ou selon qu’elle ren- 
ferme plusienrs cas dépendans des mêmes données et des 
mêmes raisonnemens. Ces intersections fournissent les dif- 
férentes solutions de la question. 
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Tant que les deux équations i deux indéterminées, ne 
passeront pas le second degré, on voit donc que la réso- 
lution ne dépendra jamais que de l’intersection de deux 
sections coniques tout au plus. Au lieu que dans ces mêmes 
cas, si on n’employoit qu’une seule inconnue, ou si par 
le moyen des deux équations trouvées , on éliminoit ou 
chassoit une des deux inconnues , l’équation montero t au 
troisième et plus souvent au quatrième degré. Mais si l’une 
des équations ou toutes les deux passent le second degré t 
alors la résolution dépend de l’intersection de couibes plus 
élevées que les sections coniques. 

Voyons quelques exemples de questions qui ne passe- 
roient pas le quatrième degré. 

333. Proposons-nous , pour première question , de 
trouver deux moyennes proportionnelles entre deux lignes don- 
nées a et b. 

Si je nomme t et u ces deux moyennes proportion- 
nelles , j’aurai la progression fi “ ' tl u ; b , qui me 
donne ces deux proportions a ; t “ t ; a et t : u ;; u 
; b, et par conséquent, ces deux équations au = et 
bl — u*, qui toutes deux se rapportent directement i la 
parabole. C’est pourquoi si l’on tire [fig- 5i ) deux lignes 
indéfinies AZ, A X qui fassent entr'elles un angle quel- 
conque (pourplusde simplicité, on peut le supposer droit), 
et si sur l’une A Z comme diamètre , et du point A comme 
sommet de ce diamètre, on construit (3os) une parabole 
dont le paramètre du diamètre A Z soit it , et dont l'angle 
des coordonnées soit XAZ, cette parabole sera le lieu 
de l'équation au = t* , en sorte que les lignes AF 
étant u , les lignes PM seront t. Pareillement, si sur A X 
comme diamètre et du point A comme sommet, on cons- 
truit une parabole dont le paramètre du diamètre AX 

Bb 4 
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«oit b , et dont l’angle des coordonnées soit XAZ-, cette 
parabole sera le lieu de l’équation bt — a’ ; en sorte que 
les lignes AP' étant t , les lignes P' M' seront a. Mais 
pour que la question soit résolue , il faut qne les deux 
équations a a = (* et bt = a*, aient lieu en même- 
temps; c'est-à-dire, que la valeur de a dans l’une soit 
la même que la valeur de a dans l’autre , et qu’il en soit 
de même de t; or c’est ce qui arrive évidemment an 
point M où se rencontrent les deux paraboles ; car les a 
étant comptés sur A Z , et les i sur A X ou parallèle- 
ment à A X, il est visible qne si l’on tire MP et MP 
parallèles à il X et il Z , la valeur Al P de a dans la pa- 
rabole AMM' est la même que la valeur A P de a dans 
la parabole AMM ; pareillement la valeur A P de t dans 
la parabole AMM' est la même que la valeur PM de t 
dans la parabole AMM ; et il est visible qu’il n’y a qu’au 
point M où la valeur de a étant la même dans chacune, 
la valeur de t soit aussi la même dans chacune , si ce n’est 
cependant au point A où les deux courbes se rencontrent 
aussi. Mais comme a et t y sont zéro, il est évident que 
ce point ne satisfait pas à la question. Les valeurs de u 
et t sont donc AP et PM, le point M étant le point de 
rencontre. > 

334. Au reste, quoiqu'on puisse toujours parvenir à la 
solution en construisant séparément les équations que 
l'on trouve, quelquefois en préparant ces équations, on 
peut trouver des constructions plus simples. Par exemple , 
si l’on ajoute les deux équations a u — P et b t = a* , on 
aura au -j- bt = a* -}- P; équation au cercle en suppo- 
sant que les u et les t seront pris sur des lignes perpendi- 
culaires entr’elles. Or quoique la parabole soit facile à 
construire , le cercle l’est encore davantage : ainsi dans le 
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cas présent , je préférerois de construire d’abord l’équation 
a u — P seulement, comme ci-dessus; après quoi je 
construirois l’équation au cercle au -j- b I = u a -{- P ; 
en la changeant en cette autre JJ~ jaa -j- ^bb — x x , 
par l’évanouissement des seconds termes par rapport à 
t et i u , en faisant t — ± i = y , et u — ;« =.*. 
Alors prenant AB = 5 J, et tirant B Q_ parallèle à AP , 
j’aurois les lignes Q_M pour les valeurs de y. Prenant 
ensuite AO = -J 3, et menant 0 C parallèle à A X , 
j’aurois les lignes C Q pour valeurs de x ; c’est pour- 
quoi , du point C comme centre , et du rayon 
\Z(îaa + jiè), c’est-à-dire, du rayon AC, je 
décrirois un cercle qui coupant la parabole A M au 
point M , me donneroit MP et AP pour les valeurs 
de t et de u. 

335. On peut varier beaucoup ces constructions ; on 
peut , par exemple , ajouter l’une des deux équations , 

avec l’autre multipliée par une quantité arbitraire —— posi- 
tive ou négative, ce qui donne au = l 1 -J- 

•' 7 * 

— , équation qui peut appartenir à l'ellipse ou à l'hy- 

perbole selon la quantité qu’on prendra pour — , en sorte 

qu’on peut construire avec l’une ou l’antre de ces deux 
courbes, comme on vient de construire avec le cercle. On 
peut même construire avec l’une et avec l’autre , ou avec 
l’une seulement combinée avec un cercle , et cela en don- 
nant à — , des valeurs convenables, et qni sont faciles à 
déterminer d’après ce qui a été dit ( 3 1 g et suit).}. 

336. Proposons-nous pour seconde question de diviiet 
an angle ou un grc donné , en trois parties égales. 
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Soit EO [fg. 5s) l’arc qu’il s’agit de diviser; A sott 
centre; imaginons que EM est le tiers de £0, étayant 
tiré les rayons EA , MA, abaissons les perpendiculaires 
MP, OR. Les lignes OR et A R qui sont le sinus et le 
cosinus de l’arc donné OE, sont censées connues ; nous 
les nommerons d et e; et nous nommerons r le rayon AE . 
Enfin nous nommerons » et t , les inconnues AP et PM. 

Cela posé, le triangle rectangle A PM donne u* + t* 
— rr. Et les triangles semblables A PM, A RS donnent 
A P ; P M A R ; R S ; c’est-à-dire , u ’ t c R S = 

° Or si l'on prolonge 1a perpendiculaire MP jusqu'à 
ce qu’elle rencontre la circonférence en V, l’arc M V 
sera égal à l'arc M 0, comme étant chacun double de M E ; 
donc l’angle OMS = AMP — ASR (à cause des 
parallèles) z= OS M. Donc le triangle SOM est isocèle, 
et par conséquent OS ^=OMz=MV— 2t; donc puis- 
que OR = 0 S SR, on aura d = a I -{ — —y 
Ou a lu -{- cl ri J», ou lu -)- j tl = j d». 

Les deux équations à construire sont donc te* -f- t* — 
r* , ou I* = r* — «*, et 1 u -f- £ c t = A d u. La pre- 
mière est toute construite, puisque c'est l’équation même 
du cercle EM 0. 

Qiiant à la seconde, elle appartient à l'hyperbole (sïfr)r 
et comme les deux quarrés manquent, il faut, conformé- 
ment à ce qui a été dit au même endroit cité , passer tous 
les termes affectés de u, dans un même membre, ce qui 
donne tu — £ d a = — j c t , ou j d u — tu = ± cl; 
faisant \ d — t = y , et substituant pour i , sa valeur , on 
cy + i C d, ou u y -f £ cy = \ c d. 
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Je fais ensuite a + Ï c — * > et j’ai xy = j cd, équa- 
tion à l'hyperbole entre ses asymptotes que l’on détermi- 
nera de la manière suivante. 

L'équation \d — t = y, fait voir que si par le poi»î 
A, origine des a et des t, on mène AB parallèle i 
PM, et égale i j d, et que l’on tire (? B C parallèle à 
il P, les lignes QM comptées dans un sens opposé aux 
P M , seront y ; en effet , QM — P Q — P M ~ A B 
— PM —j A — t = y; donc C Q est la direction d’une 
des asymptotes. 

La seconde équation u -j- \c — x, fait voir que si l’on 
prolonge A P vers G de la quantité A G = | c =r ; A R , 
les lignes GP eu leurs égales C (J (en tirant GC pa- 
rallèle à P M) seront x; donc C est le centre, et les 
lignes C Q_ ti C G sont les asymptotes. On décrira donc 
par la méthode donnée ( 289) une hyperbole entre ces 
asymptotes , laquelle passe par le point A , ainsi que l’in- 
dique l’équation xy-=z\cd=\cXïdz=zAG 'X A B 
= C B X A B ; cette hyperbole coupera le cercle au poiur 
cherché M , 

Si l'arc £ 0 étoit de plus qne go degrés r son cosinus A R 
tombant alors du côté opposé, seroit négatif; il faudroit 
dans les équations ci-dessus, suppoler c négatif. Et si 
l’arc EO étoit de plus de 1S0 degrés, et de moins que 
270 degrés, comme l’arc EO E' 0 ' , son sinus et son 
cosinus seroient négatifs; il faudroit donc changer les 
signes de c et d dans les mêmes équations ci-dessus. 

Si l’on prolonge de la quantité CG' — CG; et CB 
de la quantité C B' = C B , et qu’ayant mené B' A ‘ 
et G' A' parallèles d CG' et CB', on décrive entre le* 
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lignes C G' et CB' ( prolongées indéfiniment) comme 
asymptote*, une hyperbole qui passe par le point A', cette 
hyperbole rencontrera le cercle en deux points A', M\ 
comme la première le rencontre aux deux points M et M". 
O: de ces quarte points, trois méritent d’être remarqués ; 
savoir, les points Af , M' et M“. Le premier donne l’arc 
EM pour le tiers de l’arc donné E 0. Le second, M ' , 
donne l’arc £' M' pour le tiers de E" (P, supplément de 
£ 0. Enfin Te troisième M " , donne £' M" pour le tiers de 
£ 0 E' 0' , c’est-à-dire , de l’arc £ 0 augmenté de la demi- 
circonférence. 

En effet, l’arc E' 0 a pour sinus et cosinus les lignes 
R 0 et A R, ainsi que l’arc EO, avec cette seule diffé- 
rence que A R considéré comme cosinus de f arc E' 0 plus 
grand que go degrés, est négatif; donc pour avoir la so- 
lution dans ce second cas, il n’y a autre chose à faire 
qu’à supposer dâns la solution ci-dessus , que c est néga- 
tif; or ce changement n’affecte que la seconde équation , 
et change sa réduite xy ^ cd, en xy = — J t é, 
équation qui appartient à l’hyperbole A 1 M r , et qui fait 
donc voir que la solution de ce cas sera fournie par l’in- 
tersection M' de cette branche d’hyperbole avec le cercle. 
{ Nous verrons dans un moment , pourquoi ce n’est pas le 
point A'). P' M' est donc le sinns de l’arc cherché, dans 
ce second cas. Cet arc est donc £' M' ; c'est-à-dire , que 
£' M' est le tiers de £' 0. 

A l’égard de la troisième solution , si l’on augmente 
l’arc £ 0 de 180 degrés , ce qui se fera en prenant £' 0? 
— £ 0 , alors l’arc E O E' 0' a pour sinus et cosinus les 
ligues R' 0', A R' , qui- sont nécessairement égales aux 
lignes R 0 et A R, avec cette différence seulement que 
tombant toutes deux de côtés opposés à ces dernières. 
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elles sont négatives ; donc pour avoir la solution qui con- 
vient i ce cas, il n’y a autre chose à faire que de supposer 
c et d négatifs. Or ce changement n’en produit aucun dans 
l'équation, où entrent c et d , c’est-â-dire , dans l'équa- 
tion x y = 5 ci; donc la première hyperbole doit donner 
par son intersection M", la solution de ce troisième cas ; 
donc P " M“ est le sinus de l’arc cherché dans ce troisième 
cas ; cet arc est donc E' M" , c’est-à-dire , que E 1 M" est le 
tiers de EO E‘ 0'. 

Ainsi 1a même construction qui sert à trouver le tiers 
d’un arc donné A , sert aussi à trouver le tiers de 180 de- 
grés — A, et le tiers de 1S0 degrés -)- A. 

On peut appliquer ici ce que nous avons dit (335 ) sur 
les différentes sections coniques qu’on peut employer pour 
construire , en combinant à volonté les deux équations en 
s et I. 

A l’égard de la quatrième intersection , nous avons dit ; 
qu’elle se faisoit au point d', ce qui est évident, puisque 
l’hyperbole est assujettie à passer par le point d', qui est 
déterminé en faisant B' A' = AB , et B' C CB , ce 

qui fait voir que A R' — A R et R' d' = RO; donc le 
point d' appartient à la circonférence. Mais il ne donne 
point nne nouvelle solution; puisqu’il est connu et déter- 
miné par des opérations indépendantes des équations qui 
ont donné la solution. 

337. Si de l’équation St a -f- c f = du, trouvée ci- 
dessus , on tire la valeur de I, pour la substituer dans l’équa- 
tion «* + <* = r*, qu’on a eue en même temps , on aura , 
après avoir mis pour c* d“, sa valeur r*, transposé et 
réduit, 4 a* -}- 4 c u 3 — 3 r* u* — 4 c r* u — r a c* = 0, ou 
4» 3 (« + c) — 3 r* u (u -f- r) — cr*X (*+«) = O, qui 
étant divisée par a -J- c , donne 4 a 3 — 3 r* a — c r* = e , 
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équation qui doit renfermer les trois cas que nous venons 
d’examiner ; elle doit donc avoir trois racines ; or la cons- 
truction fait voir que u a en effet trois valeurs ; savoir 
AP, AP' et A P" ; et ces deux dernières tombant de côtés 
opposés à la première, on voit que cette équation a trois 
racines on valeurs de u, dont deux sont négatives ; savoir, 
u = — A P’, u = — A P“, et la troisième positive , savoir 
« sa AP. 


338. L’équation 4 u 3 — 3 r* « — c r* == o , ou 
u 3 — |r*s — j(f‘ =o,est dans le cas irréductible; et 
ses racines étant les cosinus de j E 0 , ^ ( i8o d — EO j , 
| ( i8o d -J- EO), on peut donc, par le moyen des 
tables des sinus , trouver les trois racines d'une équation 
du troisième degré, dans le cas irréductible, par une ap- 
proximation suffisante et prompte ; en voici la méthode. 
Représentons toute équation du troisième degré dans le 
cas irréductible , par l’équation u 3 — pu -j- q o ; 
en comparant i l’équation u 3 — |r’ « — j c r J = o, 


nous aurons — 5 r* = 


et 


c r* 

T 


q ! de 


la première de ces deux dernières équations , on tire 

r = V^( ) ; et de la seconde , c — — — '‘ ■ J Repré» 

sentons par R le rayon des tables ; alors nous aurons le 
cosinus de l’arc EO, tel qu’il est dans les tables, si nous 
calculons le quatrième de cette proportion r : c on 

\/ J p I — ~ p ~~ ** ^ * un < l uatr ** me l * rme > ce quatrième 

terme, savoir S ? -R ... l i_- j i . 1. 

— j étant cherche dans les tables , 

donnera !» sinus du complément de l’arc E 0 ; c’est 
pourquoi ajoutant 90 degrés au nombre de degrés que 
l’on trouvera, ou au contraire, retranchant ce nombre 
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de 90 degrés , selon que q sera positif ou négatif dans 
l'équation, on aura l'arc EO , que je représente par A 1 
on cherchera donc dans les mêmes tables , les cosinus 


, . A iSo 1 * — 

des trois arcs — — > 

3 3 


A i8o d -f- A 

> et ; et pour 


les réduire au rayon r , on multipliera chscan par — — j 
c'est-à-dire , par > puisque pour y réduire , par 


exemple , cos. pris dans les tables , il faut faire cette 

proportion R ; roi. " r ; au cosinus du même 

arc dans le cercle qui a pour rayon r , c'est-à-dire , est 

à AP ou u ; les trois valeurs de u seront donc 

v'\p 

y' \p 

u = _ COI. 


A v' \P i8o d — A 



t 8 o d - 4 - A 


-i et 


; dans lesquelles il faudra 
observer de donner le signe — à celles dont l’arc passera 
90 degrés, à moins qu’il ne fût plus grand que 870 
degrés. On peut faciliter ces opérations par le moyen des 
logarithmes. 


33 g. Proposons-nous maintenant cette question plus 
générale que celle que nous avons résolue ( 811 ) ; d'un 
point D ( Eg. 53 ) donné de position à l'égard des deux 
lignes A R , AP qui font enlr' elles un angle connu , mener 
la ligne DP de manière que sa partie interceptée R P soit égale 
à une ligne donnée ? 

Du point D menons la ligne DS perpendiculaire à 
AP prolongée, et la ligne DO parallèle à A R menons 
aussi du point R la ligne RM perpendiculaire à A P. 
Les lignes DO, DS, OS et AO sont censées connues, 


V 


400 Cours' 

tant à cause que la position du point D est supposée connue, ' 
que parce' que l’angle RAP on son supplément RAM' 
égalé DOS est supposé connu ; c’est pourquoi nous 
nommerons DO, r; DS, p ; OS , q; AO, d; et la ligne 
i laquelle RP doit être égale, c. Enfin nous nommerons 
u et i , les inconnues A P et A R. 

Cela posé, les triangles semblables DSO, RM A 
donneront DO ; DS ü AR ; RM, et DO l OS 
AR ; AM i c’est-à-dire, r : p ( ; R M = ~~~> 

tt r : f :: t : AM = — ; par conséquent, 

MP = 9 * -j- a ; or le triangle rectangle RM P , 

donne ( RM)* -J- (MP)' = (-HJ®)*; c’est-à-dire, 

qqtt i q u t P»/» 

■ 4- 4- u u 4- ~cc, ou l a cause 

r r r r r 

que p* + j* = r* , dans le triangle rectangle DSO ) 

<* + 210L + = ff . 

r 

Mais comme nous avons deux inconnues , il nous faut 
deux équations ; or les triangles semblables D 0 P ; RAP 
donnentDO ; RA ;; OP A P; c’est-i-dire r ; t d-\-u ; u, 
et par conséquent, ru — td ut. Ce sont-lâ les deux 
équations qu’il faut construire pour résoudre la question. - 
La première (3 19 ) appartient à l’ellipse, et la seconde à 
l’hyperbole. 

Pour construire la première , je fais t -j- — =y; 
en opérant comme dans les exemples semblables ci- 
dessus , j aurai y y — — ■)•»#=:((, [ouà cause 
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qquu - / rr — qq \ 

-77- + «» = ( 77 ) “» = 

puu ~] ppuu l X 

— J y y H 77— = ef - J e fïis « = —7- C 3 *4 ) » 

. „ . ppllxx 

et j ai y y + — — — - — = cc, ou (parce que je puu 
supposer arbitrairement une valeur i l’une des deux 

indéterminées l et n) faisant Z=rr, y y = cc — 

ppxx pp f c cnn \ c . 

— = ( xx | • Comparant à 1 e- 

n n nn \ p p J * 

bb ,, * 

quation y y = — — (jsa— **), on trouvera que 
les deux diamètres conjugués a et i sont a = — C -^~ > 


et 4 = sc. Déterminons leur position et la valeur 
de n ; mais pour mieux sentir l’usage de cette construc- 
tion, concevons auparavant, que donnant successivement 

t 

i u ou A P plusieurs valeurs , on mène parallèlement 
i A R, les lignes PM égales aux valeurs correspon- 
dantes de ( , ce qui produira la courbe dont l’équation 
nous occupe actuellement. Cela posé , ayant pris arbi- 
trairement A K sut AP, et mené KL parallèle i PM, 
et qui soit i A K q\r , on aura Ç M = PM + 
PQ = t -j- ? 1 - ; à cause des triangles semblables A K L 

et APQ; donc (?M = y s A Q est donc la direction 
d’un des diamètres , et les x doivent être comptés sur 
ce diamètre ; or l'équation u = x = — — x , fait 
voir que les x commencent en même temps que les u! 
donc les x sont A Q_. Cela étant , l’équation a = — - — 5 de- 


vient donc A P = 

Algèbre. 


x AQ . , r x AQ 

■ qui donne n = ^7 -^- 

C c 
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ou AP ; A (J II r ; n; c’est-à-dire, AK l AL II r \ a ; ot 
comme AK est arbitraire, on peut le supposer — r, et 
l'on aura, par conséquent n = A L. 

Il ne s’agit donc plus que de construire ( a 5 ï ) une 
ellipse dont les diamètres conjugués fassent entr’eux ut» 
angle égal à A Q_ M , et dont celui qui a pour 
direction, soit = > et l’autre qui a A R pottr di- 

rection , soit = tt. Cette ellipse sera le lieu de la pre- 
mière équation. 

11 ne reste plus qu’à construire la deuxième équation 
ru = dt -j- ta / ou ru — u t z= d t, Or selon les 
principes précédens , je fais r — t = y' , et ensuite 
u -j- d = x' , ce qui change cette équation en x' y' — r d ; 
équation i l’hyperbole entre ses asymptotes. On prendra 
donc , en vertu de l’équation r — t = y ' , sur A R la 
quantité AT = r = Ofl , c’est-à-dire que par le 
point D on tirera D Tl' parallèle à AP; alors le» 
ligues V M seront y' en les comptant en V vers M , 
c’est-à-dire, dans un sens opposé à PM ; car VM ~ 

PV — PM — r — t; donc VM — y'. Ensuite, 

en vertu de l'équation n -j- d = x' , on prendra 

OA — d ,' c’est-à-dire, qu’on mènera par le point Z) la 
ligne DO parallèle à AT; alors les lignes D V seront x' , 
puisque D V =: 0 P ~ 0 A A P =: d -f- u. 

On construira donc '(*89) entre les lignes DO et DP, 
comme asymptotes , une hypetbole qui passe par le 
point A, puisqu’on a = rd — AO X A T ; cette 
hyperbole rencontrera l’ellipse aux deux points M et M', 
par lesquels menant MR et M' R' parallèles à AP, 
on aura deux points R et R' , par lesquels et par le 
point D , tirant D R P et D P 1 R‘ , le» parties P R et P 1 R ' 
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interceptées dans tes angles égaux RAP , R' AP' seront 
égales à la ligne c. 

Si en prolongeant les asymptotes , on décrit l’hyper- 
bole opposée ( flg . 54 ) M" A' MT , dans le cas où elle 
rencontrera l'ellipse , elle déterminera deux nouveaux points 
M" , M m , par lesquels menant des parallèles à AP, on 
aura sur AT deux nouveaux points R " , R” , par lesquels 
et par le pointé) tirant deux lignes , les parties coraprise’s 
dans l'angle TAS seront aussi égales à la ligne donnée c. 
Telle est en général la manière dont on doit s'y prendre pour 
résoudre les questions déterminées , qui n'excéderont pas le 
quatrième degré 

340. Si l'on avoit résolu la question sans employer 
deux inconnues, on pourroit néanmoins faire usage delà 
même méthode, en introduisant une nouvelle inconnue. Par 
exemple , si l’on proposoit cette question : Connoissant la 
Jlèche CP d'un segment sphérique ( fig. 55 ), et la solidité de 
celui qui a pour flèche le reste PM du diamètre; déterminer 
le diamètre de la sphère ? 

Soit r ’ c le rapport du rayon i la circonférence ; 
a la flèche CP; t la flèche PM; a -J- t sera le dia- 
mètre ; et la solidité du segment qui a PM pour flèche , 

ïera X tt ( 4 ° + p<). Or comme cette solidité 

%r 

' c 

est supposée connue , je la représente par - - - X j a a p , 
p sera une quantité connue. J’aurai donc 

U (î* + i<) s» —h~ i aa P> 011 

I 5 4- 3 a 1 / — ■ aap =0. 

Pour construire cette équation, je supposerai t*=ox; 

C C 2 


I 
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et j’aurai, en substituant, tu 3 a u — ap =: o, 
équation à l'hyperbole entre ses asymptotes , qtfi étant 
construite avec l'équation l’ = i# i la parabole , don- 
nera par l’intersection de ces deux courbes , la valeur 
de t. 

Par-là on peut trouver le rayon du vide intérieur d'une 
bombe dont on connoit le poids , le diamètre , et la flèche 
du segment dont le culot est renforcé. 
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